数学 ,这 门 十 老 而 又 常 新 的 科学 ,已 阔步 迈进 了 21 世纪 . 
回顾 过 去 的 一 个 世纪 ,数学 科学 的 巨大 发 展 , 比 以 往 任 何 时 
代 都 更 牢固 地 确立 了 它 作为 整个 料 学 技术 的 基础 的 地 位 ， 数学 
正 突 彼 传统 的 应 用 范 芒 向 几乎 所 有 的 人 类 知识 领域 渗透 ,并 越 
来 越 直 接地 汶 人 类 物质 生产 与 日 常生 活 作 出 贡献 .同时 ,数学 作 
为 一 种 文化 ,已 威 为 人 类 文明 进步 的 标志 . 因此 ,对 于 当今 社会 
每 一 全 有 文化 的 人 士 而 谊 ,不 论 他 从 事 何 种 职业 ,都 需要 学 习 数 
学 ,了 解数 党 和 运用 数学 . 现代 社会 对 数学 的 这 种 需要 .在 未 来 
的 世纪 中 无 疑 将 更 加 与 日 候 增 . 
只 一 方面 ,20 世纪 数学 思想 的 深刻 变 蕴 ,已 将 这 门 科 学 的 
核心 部 分 引 向 高 度 负 和 象 化 的 道路 , 面 对 各 种 深奥 的 数学 理论 和 
复杂 的 数学 方法 ,门外汉 往往 只 好 望而却步 .这 样 ,提高 数学 的 
可 接受 度 , 就 成 为 一 种 当 务 之 息 . 
一 般 说 来 ,一 个 国家 数学 普及 的 程度 与 该 国 数学 发 展 的 水 
平 相应 并 且 基 数学 水 平 提高 的 基础 . 随 着 中 国 现代 数学 研究 与 
KH KA3E. $ P 3 A T TE fE 3&, s] zh, 2E gi. E. kE 60 +E 
REPE 35 2Ç ft S$: — 1k 32 S 3 35 B F5 HA še 3 4 TE 
WART 4 W zb E 2 2] XK SE 09 pe dR, 92 nB SE HE 2 Óx pk 3E 3F 
A pA 3° , R l B = 38 xT 5 38 30 fo g S XUE H T SDS E E E & 
来 说 ,我 国 的 数学 普 政 工作 与 发 过 国家 相 比 尚 有 差距 .我国 数学 
要 率先 赶 超 世界 先进 永 平 , 数 学 普及 与 传播 方面 的 赶 超 万 是 一 
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个 重要 的 环节 和 和 迫切 的 任务 ,为 此 , 异 蓝 全 的 先进 经 验 是 小 不 
可 少 的 ， 

有 通俗 数学 名 著 译 六 和 的 编辑 出 版 , 正 是 要 通过 翻译 .引进 国 
外 优秀 数学 科普 读物 ,推动 国内 的 数学 普及 与 传播 工作 ,为 我 国 
数学 赶 超 世 界 先 进 水 平 的 宏伟 工程 页 献 力量 .从 书 的 选 题 计划 ， 
是 出 版 社 与 问 委 会 在 对 国外 数学 科普 读物 广泛 调研 的 基础 上 讨 
Re m e ay. 所 选 著述 ,基本 上 都 是 在 国外 世 广 为 流传 .受到 公众 
好 评 的 佳作 ,它们 在 内 容 上 包括 了 不 同 的 部 类 ,有 的 深入 浅 出 介 
绍 当 代数 学 的 重大 成 就 与 应 用 ;有 的 循 特 善 话语 过 数学 思维 与 
发 现 技巧 ;有 的 富 于 特 理 益 广 数学 与 自然 或 其 他 科学 的 联系 ; 尊 
等 ,试图 为 人 人 提供 全 新 的 观察 视角 ,以 宣 探 现代 数学 的 发 展 娠 
往 , 领 上 路 数学 文化 的 丰富 之 采 . 

仆 书 的 读者 对 象 , 力 求 定 位 于 尽 可 能 广泛 的 范围 .为 此 从 书 
P 25 28 2, 7 + B] E K fE n, MUERE ,中 学 生 ; 大 ,中 学 教 
师 ; 研 究 生 ;一 般 科技 工作 者 等 在 内 的 广大 读者 都 能 开 着 受益. 
即使 是 对 于 专业 数 党 工作 者 .本 从 书 的 部 分 作品 也 是 值得 一 读 
的 .现代 数学 是 一 栋 分 支 众 多 的 大 树 , 一 个 数学 家 对 二 他 所 研究 
说 专业 汉 外 的 领域 ,也 往往 深 有 阿 行 如 而 山 之 感 , 也 需要 涉猎 其 
他 分 支 的 进展 ,了 解数 学 不 同 分 支 的 联系 ， 

需要 指出 的 其 ,由 于 种 种 原因 ,近年 来 国内 科技 课 等 尤其 是 
科普 译 著 的 则 版 不 景气 . 在 这 样 的 情况 下 ,上 海 教育 出 版 社 该 
FR Ë] BR IK AE AH, TREE B 322 BR 38 SH S S pe B BB yk E Ç 38 2 
数学 名 获 译 从 》, 这 无 疑 是 代 得 称道 和 支持 的 举措 . £ hnk M; 
翻译 的 所 家 学 者 条 ,自愿 抽出 宝 跨 的 时 间 率 进行 这 业 通 名 未 被 
算 作 成 果 得 都 能 帮助 公关 了 解 和 后 赏 数 些 成 果 的 有 复工 华 , 辐 
样 也 基 值 得 肯定 与 提 介 的. 

RHR p Bh it , 引进 数学 科普 读物 ,在 国内 还 不 多 兄 . 
信 得 高 兴 的 是 ,这 项 工作 从 一 开始 就 得 到 了 数学 界 许 多 人 士 的 
竺 同 与 支持 ,特别 是 数学 大 量 陈 省 身 先 生 五 演 为 从 书 题词 , 使 我 
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TERRA. 到 目前 为 止 ,这 套 吕 书 已 出 版 了 13 A. 大 多 
EF., 有 的 已 经 是 第 四 次 印刷 ,这 对 编译 者 来 说 E, r 
ER. RIAH 68 2 P AE E R RK EA T E , ECR 16 
EEEE 从 3 的 出 版 获得 更 大 的 成 功 . 

让 我 们 举 手 迎 接 数 党 科学 的 新 的 黄金 时 代 , 让 公众 了 解 , 喜 
爱 数 学 ,让 数学 走 讲 千 家 万 户 1 


《通俗 数学 名 著 译 从 》 纺 次 会 
2001 年 8 月 


ARE Ehi Ea E Mathematical Intelligencer) 上 “ 数 
学 娱乐 "(Malhematical Fntertainments) 栏 目 中 的 文章 组 成 ,我 于 
1991 年 至 1996 年 主持 编辑 了 这 个 特色 专栏 . 这 个 栏目 本 京 几 
乎 是 专门 年 于 讨论 题目 的 ,但 当 我 接手 时 ,在 这 本 杂志 主编 阿 克 
Fr #b  Sheldon Axler) 的 鼓励 下 ,我 开始 按 我 喜欢 的 方式 来 进行 纺 
E. 结果 是 睁 日 变 得 起 来 越 少 ,最 后 全 部 消失 . 相反 ,我 趣 能 控 
写 任 何 令 我 感 兴趣 的 东西 . 结果 是 选 题 多 种 多 样 , 廊 此 这 块 领 
地 ,不 过 刀 乎 一 直 都 在 关注 着 非常 初等 的 东西 . 例如 ,有 三 章 差 
下 多 专门 是 讨论 三 角形 的 ,还 有 两 章 古 讨论 用 给 形 进 行销 砌 的 ， 
谊 三 便 多 暴 讨 论 由 简单 递归 关系 编 出 的 序列 的 神秘 性 质 的 ,三 
章 是 讨论 游戏 和 悖 论 的 ,三 章 是 讨论 一 种 特定 的 自动 机 的 . 

从 这 些 列举 的 这 些 内 容 可 以 看 出 ,似乎 并 没有 把 所 收集 的 
材料 统一 起 来 的 主线 ,但 事实 上 我 在 决定 选用 哪些 材料 时 , 湾 种 
着 某 利 一 般 的 原则 - 

(1) 粗略 地 说 ,不 应 当 要 者 任何 专门 化 的 知识 才能 理解 所 
选 的 论题 4 虽然 偶尔 有 一 些 随后 的 分 析 会 变 得 稍稍 超前 一 些 .) 

(2) 高 谍 优 先 地 考虑 数 党 上 的 意外 发 现 和 没有 料 到 的 转 
哲 , 其 中 有 些 得 到 了 解释 ,得 还 有 一 些 仍然 莫名 其 妙 ， 

六 两 条 原则 都 通过 来 自 日 常生 活 但 竞 然 县 有 数学 向 容 的 例 
子 得 到 了 体现 . 其 中 有 我 们 熟悉 的 儿童 游戏 ,还 有 两 个 章节 是 
RATAR RH. 在 同 桩 的 精神 下 ,在 一 个 关于 几何 作 图 的 章节 
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中 ,人 人 条 虽 然 吾 以 扔 和 因 使 用 不 灵 便 的 圆规 , 代 之 以 一 把 可 以 在 上 
面 标 上 记号 的 直 尺 . 这 个 工具 让 人 们 不 仅 可 以 完成 传统 的 作 
图 ,而 上 且 可 以 完成 任 但 涉及 最 高 为 4 次 的 访 程 的 作 图 ,以 . 这 使 得 
三 等 分 前 和 倍 立 让 成 为 可 能 ( 见 第 10 章 ). 站 前 三 个 附录 中 ,我 
提供 了 一 些 材料 的 最 初 来 源 . 

计算 机 在 许多 章节 中 都 有 表演 ,但 扮演 的 角色 各 种 省 样 . 
有 有 时候 它们 只 匡 用 来 执行 计算 ,例如 找 出 2 的 几 次 方 稳 其 尺 头 
4 位 数字 是 1992( 第 7 章 ). 在 其 他 地 方 它们 用 来 进行 实验 ,而 最 
为 令 人 感 兴趣 的 或 许 是 证 明定 理 . 例如 , 作 们 通过 数 秆 计算 发 
现 了 某 些 痊 几 和 何 上 定义 的 点 是 基线 的 ,从 而 得 到 了 几 十 个 平面 
儿 何 的 新 定理 ! 第 三 章 ). 当 这 些 被 发 现 的 共 线 性 接 下 来 用 代数 
式 子 表示 出 来 时 ,计算 机 又 以 它 的 符号 运 莹 模式 而 不 是 数值 计 
算 模 式 参 与 其 事 , 提 供 了 证 明 . 

然而 ,以 这 本 书 的 观点 ,使 用 计算 机 所 导致 的 最 令 作 着迷 的 
后 归 是 , 它 对 我 们 思考 数学 本 身 的 方式 产生 了 影响 . 从 传统 上 
讲 , 数 学 是 一 和 神 演 绎 科学 的 典型 例子 . 例如 ,不管 人 们 对 一 一 比 
方 说 一 一 费 马 大 定理 的 正确 性 有 多少 * 实 验证 据 ", 旨 在 这 个 定 
理 被 证 明之 前 ,也 就 是 说 ,在 被 证 明 能 由 先前 所 知道 的 结果 推导 
出 来 之 前 , 它 并 不 被 认为 是 数学 . 但 是 在 1931 年 ,事情 开始 发 
生变 化 . 那 一 年 如 德 尔 证 明了 不 存 窒 非 平凡 的 数学 系统 能 况 证 
上 明 或 藻 证 所 有 可 在 这 系统 中 作出 的 陈述 . 令 天 ,由 于 让 我 们 能 
聚集 海量 的 经 验 数 据 ,计算 机 .使 议 场 危机 谈 得 十 分 明朗 . 例如 ， 
根据 最 新 的 计算 ,我 们 现在 知道 了 x 的 几 十 从 位 小 数 , 其 中 大 约 
有 十 分 之 一 是 了 ,而 且 条 姜 非 常 之 小 . 然而 怎 祥 证 明 这 个 行为 将 
“未 还 "继续 下 去 ,没有 人 能 拿 得 出 主意 . 事实 上 ,说 不 定 从 某 一 
位 开始 根本 就 没有 7 了 了 ,乐观 主义 者 会 说 一 定 有 一 个 证 明 在 其 
他 件 委 地 方 , 而 当 我 们 变 得 足够 聪明 的 了 时候 ,我 们 就 会 发 现 它 ， 
号 要 是 禄 本 就 不 让 在 证 明 呢 ? 在 第 3 章 和 第 S 章 中 ,我 们 考察 
了 男 一 类 关于 序列 的 问题 ,这 里 的 某 些 结果 看 起 来 极 有 可 能 虎 


立 , 然 而 找到 证 明 的 希望 又 是 桶 其 的 渺 落 . 于 是 ,数学 家 们 发 觉 
自己 处 于 一 种 奇特 的 境地 . 在 一 个 极端 ,通过 聚集 数据 ,计算 机 
能 够 先是 为 我 们 提供 猜想 ,然后 用 我 们 设计 的 程序 ,进一步 解决 
它们 . 上 面 提 属 的 几何 结果 就 是 这 种 情况 , 在 噶 一 个 极端 , 计 
算 机 可 能 是 在 让 我 们 活 一 下 正确 的 数学 事实 ,但 对 这 些 事 实 根 
本 不 存在 秆 么 证 骨 . 当然 ,在 这 琴 个 极端 之 间 , 还 有 并 足够 的 空 
间 让 数学 家 为 那些 可 项 见 的 甚至 不 可 预见 的 未 来 忙 个 不 停 ， 

因此 计算 机 的 到 来 使 数学 更 像 物 理科 学 ,因为 现在 它 除了 
有 理论 上 成 分 处 ,还 有 强大 的 实验 成 分 . 为 发 现 物理 世界 中 所 发 
生 的 情况 ,物理 学 家 使 用 粒子 加 速 器 ,而 天 文学 家 使 用 高 能 望 远 
£. 对 数学 家 来 说 ,计算 机 :现在 扮演 了 -- 个 类 似 的 角色 . 重要 
的 区 别 在 于 ,计算 机 纵 我 们 的 信息 趟 是 关于 物理 世界 的 ,而 是 关 
于 “抽象 "世界 的 .我们 研究 的 东西 ,有 限 群 ,解析 函数 ,其 他 等 
等 ,它们 的 "真实 "性 并 不 比 原子 或 星系 更 差 . 区 别 在 于 这 些 对 
象 是 抽 急 的 概念 ,是 我 们 不 把 它 们 发 明 出 来 就 不 存在 的 东西 . 
当然 ,这 些 朱 象 概念 中 有 许多 最 初 产生 二 一 种 试图 理解 物理 世 
界 的 努力 之 中 ,一 个 典型 的 例子 就 是 欧 几 里 得 的 著作 . 但 是 也 
存在 着 所 谓 的 "纯粹 "数学 ,其 中 研究 的 对 象 就 是 这 些 抽 象 概念 
本 身 , 因 此 这 里 有 着 一 个 很 六 的 迟 论 . 作为 一 个 实例 ,让 我 们 再 
考察 一 下 的 小 数 , 看 一 看 在 描述 这 个 问题 时 涉及 了 什么 . 首 
先 我 们 需要 一 个 圆 的 概念 . 大 自然 给 出 了 提示 性 的 例子 ;太阳 ， 
HIER 3. 但 是 大 自然 没有 提供 圆心 . 我 们 得 把 它 发 明 出 
来 ,同样 的 还 有 圆周 和 直径 ,以 及 作为 一 个 “ 数 "( 这 也 是 我 们 的 
发 明 ) 的 长 度 慨 念 ,最 后 还 有 十 进 制 展开 , 所 有 这 些 东 西 都 是 人 
类 心智 的 创造 ,然而 它们 似乎 具有 它们 自己 的 生命 ,因为 它们 站 
起 身 来 向 我 们 提出 谜 题 ,其 中 有 些 可 能 我 们 永远 也 不 能 解决 ， 
本 书 的 最 后 一 个 附录 讲 一 步 探索 了 这 种 事态 的 暂 学 涵义 . 

最 后 , 作 一 个 汪清 , 正如 所 说 的 ,这 个 栏目 最 初 是 作为 “ 娱 
乐 "而 设立 的 ,而 我 上 面 也 提 到 了 向 我 们 提供 谜 题 的 数学 现象. 
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这 些 词 的 遂 常 涵义 让 人 联想 到 我 们 在 这 里 避 是 小 太一 些 轻 松 的 
事情 ,而 不 时 贡 种 “严肃 的 数学 ”. 这 种 区 分 只 是 表面 上 的 而 不 
是 实际 上 的 . PZE ANTARE DEEE A E ERR 
Ë HETET M RATAR. Am, EARRA P $€ # BS 
一 面 是 从 其 种 意义 上 来 说 的 . 努力 理解 数学 结果 的 过 程 可 能 是 
-FERRARA 对 比 之 下 ,在 这 本 书 中 ,我 努 办 选取 了 这 
样 的 一 些 论题 :读者 用 至 多 中 等 程度 的 精力 消 示 就 能 从 中 获 答 
作为 问 报 的 发 现 , 换 名 话说 ,达到 最 大 的 快乐 努力 比 . 虽然 这 本 
书 不 打算 做 到 读 起 来 像 小 说 那样 ,所 我 的 稍 望 是 ,通过 在 书 中 深 
入 挖 所 ,读者 将 发 现 令 人 人 恰 涪 的 东西 而且, 也 是 富有 启发 注 的 
ZW. 


WME NR 
于 加 利 柱 尼 亚 大 学 
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我 要 疝 那 些 为 本 书 作 吕 贡 献 的 人 们 表示 感谢 ,他 们 在 帮助 
把 这 些 材 料 组 织 起 来 编 成 本 书 的 过程 中 起 了 重要 的 作用 . 

TERECE SE 15 5 b Bu AIEE S E Z, Bç Bb #u gk HE EK ( Chan- 
dler Davis ) IR S9 s J$ $a 85 Bh TERE 98 R" Sa 381 3 
问 , 让 我 放手 撰写 任何 入 我 感 兴趣 的 东西 , 有 些 章节 的 部 分 或 
全 部 是 中" 客 库 " 专 轻 作家 KAN DI, PEP E 38 E S ( Donald New- 
man), W F {Jim Propp), # E SK E ( Seoatt Sutherland) , F 2 p|) ZZ 38 
仇 CS Troubetzkoy) 、 斯 起 (Shernan Stein), Æ 2F ba (Jobn Hal- 
ton) , %, P£ As {Solomon Golomb) , 3£ {tR 7| #& #r ( Michal Misiurewicz ) 
#5 E Z ( Armando Machado) . 

B; F , r £ E B 52k E 38 a S W A A W TE o , E P bB PF 38 
fE Fe B, 36 2 22 Tg 3 E B , fü T) P E E 3. Hi ( Michael Somos) , E + 
z C Imre Barany). # 46 #K t Clark Kimberling), 16 #! 3k H (Elwym 
Berlekamp) , YL # (Joe Keller?) .克利 福 德 ' 加 德 纳 (CClifford Gard- 
ner) , $ B] = E, W B £ 3 E (Raphael Robinson) , f 4t 71, 32: PT £ B 
时 期 草 节 都 作 出 了 关键 性 的 贡献 

所 有 这 些 人 使 得 于 些 专栏 文章 的 写作 和 最 后 的 成 夸 成 为 -- 

合作 风险 事业 . 我 希望 读者 将 分 享 到 一 些 我 们 在 编 这 本 书 时 

r ES E A E. 
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计算 机 产生 的 谜团 


许多 数学 家 认为 ,计算 机 对 数学 的 主要 影响 ,并 不 是 像 有 人 
可 能 料想 的 那样 在 于 解答 问题 ,恰恰 相反 ,而 是 在 于 提出 问题 . 
最 近 在 离散 动力 系统 方面 的 工作 可 能 足 最 好 的 说 明 ,这 一 领域 
HITIT JEH fR M Hy Mitchell Feigenbaum) 那 善 名 的 计算 机 实 
WOR BS. 或 许 “ 探 测 ” 是 对 这 些 工作 的 一 个 较 好 的 描述 , 因 
为 要 对 它们 作出 恰当 的 比喻 ,不 能 用 物理 学 或 者 生物 学 ,而 要 肯 
大 文学 . 计算 机 是 数学 家 的 天 文 望远镜 ,对 它 的 巧妙 运用 使 得 
大 们 能 够 发 现在 数学 玫 宙 中 那 “ 下 还 的 地 "有 些 什 么 . (这 一 
发 展 从 整体 上 应 该 让 柏拉图 (Plato) 主义 者 觉得 满意 ,他 们 -一直 
在 说 ,数学 现象 就 如 同 恒星 和 星系 那样 是 被 发 更 的 而 不 是 被 发 
HHPI.) 

X E Er Ë RR R LIE ME Y — AAT, A A ETR 
TRASAR RREA, E R 2 aR 4 AA LEE 2 
KIEA SONR K. 


DRAA RAR S 0 22 ARR T 1975 年 通过 计 
TOLEM Y EFRI UD ARAB At 8k 。- 4.6692,…… 事 . 美 于 这 个 普 适 常数 的 音 
义 .可 参见 本 洋 从 中 数学 ;新 的 黄金 时 代 》 的 第 4 章 和 4 计算 凡人 意料 》 的 附录 2. 
— i4 
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索 莫 斯 序列 传奇 


A EH Michael Somos) 在 研究 椭圆 g 图 数 的 性 质 时 发 现 了 

TEFA, EIR 15 项 为 
1.1,1.1.1.1,3.5.9.23.75.421,1103.5047,41783. 

这 序列 由 a, = 100 =< ¿= 5) 和 

an = Can st Un otpa + asala (n > 5) (I) 
EX. 令 太 惊奇 的 是 ,就 我 们 的 眼睛 = 计算 机 = < Y Bit ts 
所 能 看 到 的 ,这 个 递归 关系 总 是 广 生 整数 . 事实 上 ,对 这 个 例子 
来 机 ,并 不 需要 一 桌 天 文 望 和 下 贷 ， 一 本 好 的 双 简 望 还 镀 就 够 了 . 
例如 ,用 一 个 补 除 计算 器 你 就 能 很 容易 地 验证 下 -项 的 分 子 能 
被 23 整除 ,因此 as 仍然 是 一 个 整数 接 下 去 的 情况 又 是 如 何 
ETa 

EIA ARDERE F IE AAR 
简单 的 4 阶 递归 关系 

G.G, 4 = p1p 3 + a" a, Go = @ = Qa = y= 1. (25 
结果 所 有 的 项 还 是 都 为 整数 ,但 是 在 这 种 情况 下 局 面 是 可 以 控 
制 的 . 一 些 人 已 经 得 到 了 证 机, 第 一 个 证 明 是 马 洛 天 (anice 
Malouf)y 2 B 09. 我 们 在 这 里 介绍 一 个 不 同 的 证 明 , 它 是 由 伯 格 
sË (George Bergman) 给 出 的 . 首先 注意 到 这 个 序列 的 任何 连续 4 
项 部 两 两 互 素 . 因为 假设 这 个 结论 对 a, 以 前 的 各 项 都 成 立 , 那 
ASHA a 与 a È a a AAAG p H , p ER 
a, ,这 职 同 归纳 法 假设 发 竺 了 子 盾 . 

现在 我 们 用 归纳 法 证 明 如 果 apagan ,tw 都 是 整 
ZOBRA n = 4 成 立 ) W an BERS, ATRAG a 都 是 
RRO 记 oa = osd, = 8.0 = c, RUTE ata = ac + 


出 其 实 早 在 14 生前 索 莫 斯 就 发 现 了 这 个 序列 ,但 让 到 1989 年 总 才 引 起 数学 界 
HES. — 原 注 
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b2. d) a, 整除 ae + b. 根据 上 一 自 所 得 的 结论 ,我 们 有 (2) 对 
这 个 序列 进行 模 a, 的 同 余 式 运算 小 后 可 以 得 出 


c? c c7 3 
T y Upan = pat a 二 上 去 人 (3 
(q D 


e? 
a,b,c, 0,5, E 


a 'ab'a 
因此 a, EE aang. 
BA 2 T EBR GEA E, fH r IK sa 26 4 次 欠 代 出 现 了 
办 式 ac + b k pis REREN. 我们 在 后 面 将 冉 提 到 这 一 - 
点 - 
这 个 方法 回 样 适用 于 5 阶 递归 关系 
(G S = piar + 0 (4) 
事实 上 ,和 在 所 有 这 些 递归 关系 中 ,大 们 可 以 用 任何 整数 来 作为 
apin] ANAR ARIRE, 而 卫 能 够 证 明 这 对 递归 
关系 (2) 和 (4) RP. 
下 -- 些 进展 来 自 希 克 森 (Dean Hickerson}, 他 证 明了 麻 来 那 
个 索 莫 斯 序列 总 是 稍 出 整数 .事实 上 ,他 证 明了 更 广 的 -一些 事 
情 . 他 考虑 这 个 序列 时 不 是 以 6 个 1 为 初始 值 ,而 是 以 不 定 元 
Gay as 为 初始 位 ， 这 样 ,这 个 递 时 关系 就 产生 了 这 些 a; 
PJ PHP e, = par qn ;而 他 的 定理 旦 说 ,这 此 函数 的 分 母 总 是 
系数 为 上 的 单项 式 . 这 对 ao,… an 是 很 清楚 的 ,但 请 注意 .要 
计算 ai ,人 人 们 必须 除 以 ag = (asa + ngas + Q3)Zao = be aa. 
对 ay, as 等 天 的 手工 计算 很 快 就 变 得 无 法 驾驶 . 但 这 正 是 符号 
运算 程序 的 用 武之 地 . 希 克 森 用 Macsyma 软件 发 现 , 就 像 上 而 


q 大 于 本 依 式 运算 ,可 大 殉 本 译 站 中 《4 数 这 妙趣 》 的 第 5 章 或 其 他 切 等 数论 教 
H. 这 里 要 注意 的 是 ,由 手 a 与 a,b 分别 开 案 , 所 以 存 华 整数 a ,让 ,使 得 ar = 
(med ap) 和 bb' = 11mod a}. aa 人 这 里 用 了 分 式 来 表示 ， 
因此 上 本 的 率 列 中 ， =, -一 和 -人 ; 实际 革 代 表 着 整数 .一 HE 


D 和 果 介 许 这 此 和 最为 站 可 网 可 能 发 生 某 个 o = 0 的 情 视 ,这 时 我 们 按 愉 
例 认为 这 个 序列 至此 星 止 .一 一 A 
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的 (3) 那样 ,pe 作为 一 个 因 式 出 现在 an 的 分 子 (把 它 化 简 后 过 
包括 194 项 !) 中 . 他 用 Macsyma 进行 计算 还 证 明了 ps 与 p. 
p 互 素 , 并 用 归纳 法 完成 了 证 明 ，( 斯 坦 利 (Richard Stanley) HI 
类 似 的 方法 也 解决 了 这 个 问题 . ) 

们 是 我 们 领会 到 了 什么 ?正如 希 克 森 所 说 的 ,“ 关 于 我 的 证 
明 ,我 所 不 喜欢 的 是 , 它 没有 解释 为 什么 这 个 结果 会 成 立 . EE 
要 依赖 于 这 样 一 个 事实 : 当 你 计算 es 时 ,发 后 了 出 乎 意料 的 东 
项 . 但 是 为 什么 会 发 生 这 种 情况 昵 ?”" 确实 ,这 个 证 明 与 其 说 后 
明了 这 种 现象 ,还 不 如 说 (如 果真 有 什么 作用 的 话 ) 使 这 种 现象 
更 为 神秘 . 我 报告 这 件 事 时 带 着 某 种 困窘 , 因为 我 中 先 断言 数 
学 中 指 一 个 证 遇 在 某 种 意义 上 等 价 于 一 种 解释 . 我 们 现在 看 到 
显然 不 一 定 是 这 么 一 回 事 . 或 许 , 当 我 们 找到 (如 果 能 够 找到 的 
话 ) 一 个 “正确 的 ” 证明 时 ,情况 会 变 得 清晰 起 来 ,但 是 必定 会 存 
在 一 个 正 确 的 证 明 吗 ? 这 使 我 们 想起 四 色 定 理 的 证 明 中 ， 索 莫 
斯 问题 的 最 令 人 感 兴趣 的 特点 之 一 ,就 是 它 把 我 们 引 向 这 类 思 

回 钊 于 中 的 问题 . 大 们 蕊 经 发 更 了 关于 4 阶 ,5 阶 ,6 阶 递归 
关系 的 证 明和 关 十 7 阶 递归 关系 的 经 验证 据 , 介 是 我 们 发 现 8 阶 
和 8& 阶 以 上 的 递归 关系 并 不 总 是 给 出 整数 , 你 订 以 用 袖珍 计算 
器 很 容易 地 验证 这 一 点 . 例如 ,在 8 阶 递归 关系 中 , aj; 是 一 个 分 
数 . 真是 越 来 越 古 奇人 


中 甘于 下 色 定 型 及 其 计算 机 主 明 ,可 警 见 疏 泽 二 中 数学 ,新 的 黄 全 时代 的 第 
7 全 .一 一 译注 

© HA LJ Curiouser and curiouser, iH A ott AEA JLE EA A EAE 
PDA Alee Adrenture in Wonderland). 这 是 一 个 相合 英语 规范 的 句子 ， 是 书 中 主 
AZEM ASE 一 连 惠 怪事 击 控 奇 得 连 话 都 说 不 好 时 发 出 的 惊 中 .下 确 的 说 法 
点 是 More and more euriouse， 这 里 也 用 不 规范 的 中 六 译 出 . 该 书 作 # FE (Lewis 
Carroll) EA Ë Ay SË (Charles Lutwidge Dadgsen) .英国 牛津 大 学 数学 进 上 岳山 IK se 
普 县 作案 党 引用 该 书 中 的 情节 和 和 久子 . -一 译注 
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tÈ FRIA i h E Eih Raphael Robinson) 得 到 的 ,他 发 
DEERE), (ALOR KO Eh ROE ERER A — T 3525 
的 递归 关系 族 所 拥有 . BAHEA] k 6 A k TLITI, AREA 
HENE 

Gnn ok = Ga 187 l E dn (5) 
或 
mG, = nlGn -hsl Cadre H an3a- k (S) 
现在 大和 们 妆 对 付 的 基 一 个 有 克 究 多 个 序列 的 集合 ,这 侯 平 把 问 
题 推出 了 Macsyma 式 证 明 力所能及 的 范 几 . 

在 这 个 时 候 , 我 的 袖珍 计算 器 使 我 确信 ,对 任何 的 0 < ! < 

m < k, MHRA 

G.C. = Xna- Yin kem (6) 
总 是 给 出 整数 ,这 就 推 六 了 (5). 仍然 是 鲁 演 了 还 的 进一步 研究 ， 
3 í F BLB3J 

猜想 ”对 于 任何 的 p,qg,r < k, MHR p+ger= khi, 
HKA 

Grün- = XGü,_ G. k.p + Yön- an tu + Zan ranker (7) 


(CMRBJTHFDEdY iñ T x = y = z = 1 时 的 情况 . 加 上 任意 
的 x,y,z 则 是 我 的 主意 .) 这 样 就 把 (5) 和 (6) 归并 了 进来 ,有 具 
体 地 说 ,6) hu o p = ¿,q = k— m.r = m - 11 z = 09 
情况 IOS) 对 应 于 p = 1,9 = 2,r = 站 -3 以 及 xx = y = z = 
1 的 情况 . 
故事 还 没有 完 . 斯 科 特 (Dana Scott) 对 上 = 4 这 种 最 简单 的 
情况 设计 了 一 个 程序 ,但 忘 了 对 a _; 项 平方 , 然而 这 递 册 关系 
仿 给 出 整数 ! 事实 上 ,人 们 发 现 递归 关系 (2) 可 以 推广 为 
Gating = Ehitist anz XHEMI p.gr > 0. (8) 
而 只 们 格 曼 的 证 明 对 任意 的 指数 情况 者 有效, 就 像 它 在 对 递归 
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KRAO 时 那样 . 另 -- 方 面 , 人 们 不 能 同时 对 系数 和 指数 进行 随 
意 的 选择 . 事实 上 ,递归 关系 aa, I = 2a lan 3 + tm- 并 不 总 
是 给 出 整数 (虽然 如 虹 左 边 是 ea s + Yanz, M) AF LA HERH XH {E 
何 的 x 这 递归 关系 总 是 给 出 整数 ). 

DIKE 十 分 有 趣 , 因为 在 其 他 所 有 例子 中 左边 都 是 
齐 次 的 . 这 是 不 是 节 外 生 枝 ? 或 许 是 的 ,但 当 我 们 处 理 递 招式 左 
这 有 3 项 的 序列 时 ,就 月 也 不 能 随意 取 指 数 , 事实 上 ,如 果 我 们 
在 最 初 的 序列 (1) Bas Y XF a, ;平方 ,就 会 得 出 分 数 ， 

或 许 所 有 这 类 递归 关系 中 最 简单 的 已 为 斯 科 特 所 发 现 . Eg 
对 任何 的 天 ， 


Ha = aha HOU H Ahok (9) 
它 春来 对 所 有 的 都 放生 整数 . 其 他 的 “好 ”递归 关系 看 来 有 
Ann k = Gain? + + An kylän L D, (10) 
PI SK XP k ARM, 
Gnn-k = Gal na + G,_3ü,_4 + ` + G. kün- kil. (11) 


这 些 递归 关系 开辟 了 一 片 新 天地 ,因为 它们 左边 的 项 数 可 以 任 
意 多 ,而 在 前 面 的 例子 中 看 来 最 多 只 有 3 项 . W k < 4, 伯 格 曼 的 
证 明 对 (9) 和 (11) 有 效 , 但 是 对 (10) 无 效 . 后 者 ( 智 时 ) 还 没有 
得 到 解决 ， 

我 不 趣 把 这 个 话题 无 限制 地 扯 和 开 去 ,因为 看 来 这 些 索 莫 斯 
序列 的 新 例子 出 现 的 速度 比 我 能 把 它们 写 下 来 的 速度 要 快 . 有 
一 个 完整 的 领域 ,其 中 大 们 使 用 了 如 同 (1) 那 样 的 递归 关系 ,但 
初始 值 序列 不 是 全 为 1, 而 是 中 有 1 又 有 2, REA 1 SN - 1, 
等 等 . 实验 显示 有 时 人 们 得 到 整数 而 有 时 并 不 ,看 来 不 存在 可 
以 辨认 的 模式 . 在 积极 的 方面 ,利用 希 克 森 的 思想 , 盖 尔 (David 


D 原 文 间 此 , 疑 有 误 ,因为 右边 也 出 现 了 a, 而 且 从 右边 仅 列 的 两 天 了 世 看 不 出 
得 略 导 所 代表 的 其 他 各 项 应该 是 什么 样 . 估计 可 能 是 asta = ao + ad 


+ ia 一 一 详 注 


Gde RIEME TEAS (OEREO DER ATE. 我 强烈 
BARA, SRRA LENER RAHE, X: Tx #63%ç sa Ef PE $l 
人 们 将 会 知道 得 更 多 . s| RS E E C Bi 81k IB (35 iX Pa x 
章 的 时 候 , 情 况 太 是 扑朔迷离 . 

补遗 ”这 篇 专栏 文章 写 完 后 入 有 儿 个 星期 , šE E (Ben 
Lotto) 利用 和 希 元 森 的 思想 ,但 没有 用 计算 机 ,证 明了 (9) 总 是 给 
出 整数 . 然而 ,他 的 方法 看 来 对 (10) 和 (11) TA, BARS EA 
一 种 完全 不 间 但 初等 的 方法 ,证 明了 (10) E k <= 4 了 时 总 给 出 整 
数 , 从 而 解决 上面 再 前 一 段 交 字 中 提出 的 问题 , 还 有 , 猜想 
(£ k = 7,p = g = r = 1 时 的 情况 已 得 到 证 明 中 (这 深 用 的 
是 Mathematica 而 不 是 Macsyma), 最 后 ,前 演 进发 现 当 把 这 些 序 
列 中 各 项 的 值 以 模 n 取 剩 余 后 号 将 出 现 一 系 到 周期 性 现象 . 这 
种 现 期 性 对 (2),(4) ,以 及 = 4 时 的 G0) 和 上 =3 时 的 (9) 已 得 
到 证 明 ,但 对 其 他 情况 达 涉 能 解释 ， 


伦 斯 特 拉 ” 用 数学 定理 开 的 玩笑 


“不 存在 完满 平方 ”. 假设 = 是 一 个 完满 平方 . 考察 a 的 奇 
因数 . 它们 者 整除 它们 中 最 大 的 数 ,而 这 个 最 大 的 奇 因 数 本 身 


G 原文 如 此 . AiR, ftira E k= 了,x = y = z = 1 时 的 情 可 .一 一 译注 

s 即 用 n ERRA, 详 注 

D feyu Hendrik Lenstra) ,当代 美国 数学 家 .以 卡 计 算 机 研究 数论 问题 而 阁 
名 .一 一 译 并 

DIERA perfect square. - 般 详 鸭 " 完 全 平方 ", 这 里 按 全 国 自然 科学 基 间 市 定 
赤 员 会 1993 年 公布 的 《数学 和 名词》, 译 为 " 宫 满 平方 " , 指 能 天 示 为 某 . 一 束 烙 平 方 的 数 . 
如 4 = 天 .或 指 能 表示 为 基 …… 和 多 项 式 平 方 的 地 项 成 ,如 妆 +4r +4= (z +2)2. IT 
文 的 证 明 却 把 这 个 词 理 解 为 茎 居 完 满 数 (你 详 “完全 数 ") M ESE YF Pru. Dh RB 
完 斑 数 ,号 指 其 所 有 关 烙 ! 和 包括 其 本 鼻 ) 之 利 为 此 数 两 傍 的 数 , 如 6, 其 所 有 册 数 之 秃 
1 +2+3+6 = jj 本 参见 可 许 共 中 数论 好 趣 $ 的 第 3 总 ). 附带 说 - -下 perfect square 
M E ul IE". EB AARAA T Flu EA EAER- F t OB (u w 
在 书 的 第 9 AAH 1288). -HE 


id] 


i 
AA TELAT MMEA EIERN EE pid JA e RMA E EA 


一 个 平方 数 , 记 为 下. R a AAR PL tE pk wi, A 
因数 a ba- b = d HERRA. RA d RAEES. A 
数 ,特别 是 ， 不 会 等 于 2n. 因此 n 不 是 完满 数 . 这 就 产生 了 一 
个 下 盾 . 所 以 本 存在 完满 平方 

IHG T tr 
评注 £S KK S ai FPH. 在 其 他 语言 由 ,平方 
怠 荐 平方 (然而 这 定理 却 是 国际 通用 的 )， 


是 否 有 一 种 数学 基因 


一 位 数理 逻辑 学 家 的 4 岁 外 敌 女 止 在 玩 一 个 游戏 . 她 扮演 
火车 上 的 全 和 车 员 , 她 的 每 茶 扮 演 一 位 于 客 .“ 等 一 下 ," 南 莫 说 ， 
“我 们 必须 弄 一 些 纸 片 来 做 咎 柴 .”“ 哦 ,” 什 亲 说 ,她 可 能 已 经 劳 
宗 了 一 大 “我们 非得 这 样 吗 ? 毕竟 这 只 是 个 用 假 车 票 玩 的 假 游 
戏 .“ 哦 不 , 妈 味 ,你 错 了 ,南音 符 道 “ 车 票 是 假 的 ,但 游戏 却 是 


5; FLAS.” 


N 


悖 论 与 一 对 盒子 


什么 是 性 论 ? 或 许 数 学 中 最 著名 的 例子 是 甸 素 悖 论 D 和 巴 
拿 殖 - 塔 尔 斯 基 述 论 久 , 但 是 这 商 个 结果 上 | 分 不 同 . Es rak - 塔 
尔 斯 基 定 理 被 认为 是 悖 论 ,是 因为 它 表 明 集合 的 行为 可 以 与 我 
们 对 它们 的 直觉 观念 有 很 大 的 区 别 . 而 在 另 一 方面 ,罗素 悖 论 
则 表明 ,从 看 起 来 是 合理 的 公理 出 发 ,人 们 可 能 会 学 出 一 个 巴 


心 这 个 出 蔷 名 英国 哲学 家 罗素 (Berirand A.W. Russell) + 1901 年 提出 的 停 沦 内 
FUF: 如果 一 个 集合 x +E ESE use , P x Er, MRE x 为 正常 集合 ,十 则 称 
ARREN. Se 工 为 几 一 切 正 常 集合 所 组 成 的 集合 . xe 基 , 则 由 三 的 组 成 
BUMI. EERE T EER CG BDE 2 X Zx; x €x WH RARE, y a 
PF Ey TH aE X. X € X. TERRE E thak FIS. PEt A 
发 了 数学 的 第 一 次 危机 .后 数学 家 们 (包括 罗素 本 人 ) 提出 了 各 种 集合 论 公理 系统 ， 
避 竟 了 这 个 悖 沦 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 &% 第 三 次 数学 范 机 扩 胡 作 玄 著 ,四 川 人 民 出 
版 社 1985 年 版 }. 一 一 译注 

DATHA EREKE gA Stefan Banach) AIE 32 BR 38 ( Alfred Tarki) F 
1924 年 探 出 的 惊 论 又 称 书 拿 赫 - 塔 尔 斯 基 分 球 定理 , CEER ES ik. .个 
球体 者 可 以 被 分 成 有 穷 多 份 后 重新 组 合成 两 个 与 原来 一 样 上 天 水 的 球体 . 如 此 怪异 
的 结论 竟然 在 数学 上 亲王 以 严格 的 证 明 . 其 中 的 症 顷 在 卡 人 们 接 村 了 一 个 在 直觉 
士 寺 分 自然 的 公理 , 戎 所 请 "选择 公理 ": 对 于 一 - 族 两 亢 不 怕 交 的 非 裤 集合 .总 可 以 及 
竺 个 集合 中 痊 选 出 一 个 元 素 蛆 成 -个 新 的 集 各 . ERJ & EIEH 8 HR ei 
CHIRIE TT Pk Z. aE AE, 1979 ER) FR Sok H H G - - 定 的 丙 代 数学 若 
i, —PETF 


B. C BJ by AED h Fg E (paradox) ,而 是 二 律 背 反 (amtina- 
my). 根据 韦 氏 大 词典 ,二 律 背 反 是 指 “ 在 两 个 显然 同样 令 人 信 
服 的 原 埋 之 闻 的 ,或 者 在 从 这 些 原 理 目 确 地 导出 的 推论 之 间 的 
牙 盾 ” ,而 导论 旭 是 “看 起 来 与 常识 矛盾 或 者 对 立 的 ,然而 可 能 是 
正确 的 命题 ”. 

下 面前 两 个 例子 是 二 律 背 反 , 挤 后 两 个 是 悖 论 . 

1. 另 一 个 盒子 ”在 你 面前 有 两 个 封闭 的 盒子 ,每 个 盒子 里 
部 有 一 定数 此 的 钱 . 这 些 钱 当 初 是 按 以 下 规则 放 进 去 的 . 连续 
抛 措 一 枚 质量 均匀 的 硬币 , 直到 它 落下 来 反面 向 上 为 止 如 果 


T ERT a 次 落下 来 都 是 正面 向上 ,到 第 mx+1 次 才 反 面向 上 . 


则 在 一 个 盖子 里 放 3" 美元 ,而 在 男 一 个 盒子 里 放 3"*! 美元 ， 现 
在 允许 你 打开 其 中 一 个 盒子 , 数 一 数 里 面 有 和 多少 钱 . 你 可 以 把 
这 些 钱 放 进 和 月 己 的 口袋 ,也 可 以 改变 主意 , 拿 走 另 一 个 尚未 打开 
的 使 了 了 里 的 钱 . 你 该 怎么 办 ?很 显然 ,如 果 你 打开 的 盒子 里 面 只 
有 1 美元 ,那么 你 应 该 拿 走 另 一 个 盒子 里 的 3 美元 . 现在 假定 你 
打开 的 合子 里 面 有 3 美元 ,那么 容易 看 出 , 另 一 个 合子 里 将 分 
AULA 2/3 和 173 的 概率 有 着 3" 美元 和 3"91 美元 , 于 是 你 换 一 
个 盒 于 所 能 得 到 的 钱 的 数学 期 望 为 
Rari lasa ~ Hye > gr, 

因此 改 取 必 一 个 伪 半 里 的 钱 ,就 可 以 使 你 所 得 钱 的 数学 期 望 达 
到 最 大 . 假定 你 是 个 按 最 大 数学 期 望 行事 的 人 ,这 就 是 你 将 采 
取 的 行动 ,在 按 最 大 数学 期 望 行事 是 否 “ 合 理 " 的 问题 上 存在 
大 各 议 , 但 这 显然 是 对 外 - - 问 事 ,因为 我 们 在 这 里 关心 的 仅 是 数 
学 而 个 是 它 对 人 的 行为 的 意义 .) 但 是 规 在 既然 你 已 事先 知道 
你 总 概 改 取 另 一 个 盒子 里 的 钱 , 奢 么 就 没有 理由 浪费 时 间 去 打 
开 一 个 合子 并 数 一 数 出 而 的 钱 了 . 你 应 该 一 开始 就 直接 选 “ 另 
一 个 合子 ”. 然而 用 同伴 的 道理 可 以 证 明 , 无 论 你 选 哪 一 个 盒 
于 ,从 将 学 期 望 的 钊 度 看 ,你 还 是 选 另 一 个 盒子 为 好 . 


giagi GA e ss 
: A a + B 
“人 EES RS ET 


HAARA E PEIE CUA RU. EAER. 
Bra 80 RCE WAAR. 而 我 们 这 个 和 不同 版 本 的 新 颖 之 处 
在 于 , 它 硕 来 导出 了 -一 个 耶 盾 ,因此 我 们 现 芷 面 昼 的 是 一 个 二 律 
背 皮 币 不 是 一 个 悖 论 . 

2. 打败 赌场 老板 ” 杜 宾 斯 (Lester Dubins) 给 我 讲 了 一 个 有 
点 类 似 的 例子 ,但 他 不 清楚 它 的 来 源 , 在 基 个 娱乐 性 赌场 , 人们 
可 以 玩 这 样 - 种 赌博 游戏 ,赌场 老板 公布 -- 个 正 整 数 rn， 在 这 
TERT A- - 枚 质量 均匀 的 硬币 直到 它 反 面向 上 上 为止 这 件 事 
是 请 你 这 位 赌 客 来 做 的 . 如 果 你 掷 了 ja - 1, 
8" 美元 ,但 如 果 你 丘 了 mn + 1 次 , 则 你 就 从 老板 那儿 赢得 8* 美 


JE. 所 有 其 他 情况 都 算 平 手 . 因为 恰好 掷 了 次 的 概率 是 了， 你 


所 说 钱 的 数学 期 望 就 是 8 -È = 4Ha > D R2 = l), 


因此 你 所 赢 钱 的 数学 期 望 ,也 就 是 老板 所 输 钱 的 数学 期 望 ,是 一 
个 正 数 , 但 是 现在 发 现 赌场 老板 原来 是 这 样 米 确定 n 的 ;他 也 
是 撞 同 “ 核 质 量 均匀 的 硬币 ,直到 第 一 次 出 现 反面 向上 为 止 ,如 
此 所 据 的 次 数 研 确定 为 n. 这 样 ,你 和 老板 就 是 以 完 个 对 称 的 
方式 来 玩 这 个 赌博 的 . 你 们 每 人 都 按 以 上 方式 塘 硬 币 ,如 果 两 
大 所 丘 的 议 数 人 怡 好 是 两 个 彬 邻 的 整数 n 和 nn + LIRAIT nik 
RA 3 GB DE T n + 1 次 的 那 位 . 但 是 我 们 刚才 看 到 ， 
不 敌 老 板 宣 布 的 是 哪个 数 , 从 数学 期 望 的 角度 测算 ,这 个 赌博 是 


b AETR ECER E á tan Are, A AAF: iA -种 赌博 ， 
EAH AP) E A 1608733. AA EA U E A EA, a he 
BT KETA -MUL R F WI M W EE LS OT. BUER as hi ux is 
MERER E AT WK RE p E p A D O BAK. D A Dp blu SE BUSA PS DOS SE 
H HINE E “BT a) H sh S Pia 2 + Ha eea age = 1 


+l+" + Ë+ = x. ATAATA pes irie . ap £ ML Seq S Hy Pi F 
PIR HHE, Mxit. 笠 党 中 而 证 .1979 年 版 }. 一 一 RE 
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的 


有 利于 你 的 . 在 一 个 完全 对 称 的 赌博 中 怎么 会 出 现 这 种 不 对 称 
PEIE? 


3. 还 是 另 一 全 盒子 (对 布 菜 克 书 汞 (David Blackwell) Pf 38 H 
的 一 个 例子 稍 作 修改 而 得 ) ”这 次 盒子 里 放 的 不 是 钱 , 而 是 每 
个 盒子 里 放 一 个 整数 (可 能 是 印 在 一 张 卡片 上 ). 三 你 所 知道 的 
唯一 事情 是 它们 不 相同 . 你 从 中 随机 地 挑选 一 个 ,然后 你 得 猜 
一 下 为 一 个 数 比 你 历 选 的 那个 数 是 大 还 是 小 ， 你 能 做 一 些 什 么 
事 使 得 你 猜 得 比 猜 对 猜 错 各 占 一 半 机 会 的 情况 更 好 一些 吗 ?出 
人 意料 的 是 ,答案 是 能 ,条 件 是 你 要 有 某 种 产生 随机 性 的 工具 ， 
例如 用 来 抛 镁 的 一 核 质 量 均 久 的 硬币 . 假定 你 有 一 个 指针 式 转 
盟 , 就 像 在 儿童 殉 的 棋盘 游戏 中 所 用 的 那 种 . 你 应 该 先 转 一 下 
转盘 ,然后 记 下 从 指针 初始 位 置 到 终止 位 置 之 间 的 夹 朋 8 现在 


你 挑选 一 个 数 ,然后 役 cot E 比 你 所 选 的 数 是 大 还 是 小 来 猿 另 


一 个 数 是 大 还 是 小 . 为 方便 起 见 , 让 我 们 假设 8 在 (0,2x1 上 一 - 
致 分 布 . 我 们 断言 :如 果 那 两 个 数 是 p > 9 ,那么 你 猜 对 的 概率 


mEt + Second ATECA. 具体 证 明 如 下 : 当 且 仪 当 2arccotp 


< Ü < 2arccotg H, AA ç < cot- < p. 于 是 ,根据 0 的 分 布 一 


致 性 ,这 件 事 的 发 生 概率 是 y = TNI —ACco 在 这 种 情况 
下 ,很 据 你 猜 大 小 的 准则 ,不管 你 选 的 是 哪 一 个 数 , 你 总 将 猜 对 . 
在 其 他 情况 下 ,9 要 么 既 大 于 p 也 大 于 9 EARE pag Fa, 
你 猜 对 的 概率 是 一 半 , 因 为 你 以 同样 的 可 能 性 选 p 和 g. 这 样 ， 
你 猜 对 的 概率 就 是 方 (1 - y) + y = 小 + 学. 这 正 是 我 们 刚才 所 
断言 的 . 

从 数学 上 说 ,这 桩 的 证 明天 懈 可 击 , 但 基 这 引出 了 关于 概率 
沦 在 决策 上 的 应 用 方面 的 一 些 令 人 感 兴趣 的 哲学 问题 . 例如 ， 
假如 你 没有 指针 式 转盘 ,但 戴 着 一 只 手表 ,不 是 那 种 数字 式 的 ， 


六 以 分 针 和 时 针 之 同 的 夹 衣 为 8， 从 任何 意 久 上 说 ,这 是 一 种 随 
机 化 吗 ? 如 此 不 是 ,为 什么 不 是 ”假如 盒 于 时 放 的 不 是 数 , 而 是 
不 同 重 量 的 石 法 . 你 有 -对 大 平 , 轩 此 你 能 比较 里 量 的 大 小 ,但 
不 能 称 出 具体 重量 . 你 挑选 一 块 石头 ,然后 必须 狂 一 上 克 一 块 
石头 比 你 那 块 是 重 还 是 轻 . 你 允 能 做 些 什么 呢 ? 这 可 能 导致 人 
们 认为 上 述 随 机 化 的 方法 只 有 在 进行 数量 的 比较 才 有 效 , 也 就 
是 意味 硅 人 科 必 须 将 所 选 的 对 得 联系 上 数字 .但 征 这 也 不 一 定 
对 . 例如 ,假如 每 个 盒子 里 放 着 一 角 销 饼 ,那么 你 只 要 有 一 个 指 
EAR RE r. 可 按 指针 间 的 夹 角 是 大 上 还 是 小 于 你 所 选 的 
著 镍 饮 饼 的 尖 基 的 甫 度 来 猜 广 一 外销 饼 是 夏 你 的 大 还 是 小 ,这 
可 以 用 目测 总 接 比 较 . 这 里 并 不 需要 量 角 器 ,也 根本 没有 涉及 
KF. 

4. 另 一 个 数 。” 这 次 盒子 里 的 整数 是 正 整数 , mH ÆR 
的 . 每 位 局 中 人 人选 :一 个 ,市 是 必须 按 以 上 的 程序 得 知 对 方 的 数 
F. 局 中 人 每 人 省 有 一 张 空白 的 卡片 和 一 支 铅 笔 . 如 果 在 其 一 
时 刻 有 一 位 局 中 人 知道 了 对 方 的 数字 ,他 就 把 它 写 在 手中 的 空 
十 卡片 上 ,并 启 得 这 场 游 戏 ， 如 果 局 中 人 人 双方 都 不 知道 对 方 的 
数字 ,他们 就 交 换 手 中 的 空白 卡片 ,游戏 从 头 开 始 . 我 们 的 断言 
是 :对 于 润 察 能 力 较 强 的 局 中 人 ,这 场 游戏 一 定 会 结束 . 出 准确 
地 ,我 们 把 它 表 达 为 - -个 定理 ; 

定理 ”如果 这 两 个 数 为 n den + 1, 那 么 经 过 -1 次 交 撞 
后 , 拿 了 的 于 位 局 中 作 将 获胜 . 


证 明 是 用 归纳 法 . 如 果 n = 1.BB2 #@ T 1 的 局 中 人 就 知道 
对 方 的 数字 足 2, 于 是 游戏 结束 ,没有 进行 交 搞 . 现在 假设 定理 
的 结论 对 从 1 到 的 正 整 数 者 成立, 并 假设 现在 较 小 的 数字 是 n 
+ 1, 那 么 拿 了 这 个 数字 的 局 中 人 将 知道 ,如 果 对 方 拿 的 是 a, HI 
对 方 在 第 n- 1 次 交换 后 就 会 结束 游戏 (归纳 法 假设 ). 而 对 方 
现在 并 没有 这 样 做 ,因此 这 次 交换 后 他 就 知道 对 方 …… 定 基 拿 了 


n + 2, 于 是 他 三 了 . 

导致 这 个 悖 论 的 关键 在 于 :如 果 拿 的 两 个 数字 比方 涪 是 72 
和 和 73, 那么 双方 都 本 知道 对 方 的 数字 ,而 是 双方 部 明白 对 方 不 
知道 自己 的 数字 . 于 是 他 们 无 颖 其 道 这 游戏 的 第 一 步 将 是 交换 
REE. 当 这 件 事实 际 上 做 过 之 后 他 们 虹 然 什么 新 的 信息 也 没有 
得 到 ， 然 而 , 同 然 这 游戏 现在 同 结 旧 走 近 了 了 一步 ,就 肯定 要 有 某 
ERER EEIE. MEAT? 


我 们 都 会 犯错 误 


大 人 都 会 犯错 误 ,我 们 中 有 些 人 犯 的 错误 比 别 人 更 多 ,因此 
明白 苏 至 伟大 的 数学 家 偶尔 也 会 发 表 错 误 的 结果 ,可 能 会 让 人 
得 到 一 些 安 寻 .我们 曾经 请 读者 提供 这 种 现象 的 例子 .这 里 所 
RER ,并 不 意味 着 仅仅 是 一 个 证 明 中 的 一 个 泪 洞 ,也 不 十 指 那 
种 意思 是 这 而 结果 号 了 那 的 情 襄 ,而 是 指骨 明白 名 的 错误 断言 . 
在 高 斯 (C.F. Gauss) 的 著作 中 会 有 这 样 的 例子 吗 ? 我 不 知道 . 
鲁 演 阜 曾 要 我 注意 闵可夫 斯 基 ( 理 .Minkowski) 的 一 个 失误 一 一 
他 霹 称 一 个 四 面体 的 其 集 * 是 一 个 八 面体 . 闵可夫 斯 基 在 他 于 
1906 年 发 表 的 论文 $ 全 等 立体 的 最 紧密 格子 式 堆积 》( Dichteste 
gitterförmige Largerung kongruenier Körper, 载 4 档 廷 根 皇 家 科学 会 
HH TR 2 ( Nachrichten der König. Gesellschaft der Wissenschafien > 
Cittingen ) St 1904)" p.311 — p. 355P AA: 


Hi wR 下 是 一 个 四 面体 ,那么 (K+ K') 8 
变 成 一 个 八 面 体 , 它 的 各 个 面 辐 那个 如 面 仁 的 春平 行 . 


Q: HERS UE BE 15 并 .一 一 译注 

加 诬 4. 玉 是 一 个 定义 了 沽 法 的 集会 的 两 个 了 集 , 册 它们 的 莽 集 有 4- 了 就 是 :a - 
biT A bE A RAIMA A AERE, a A E p a e G a a 
E. HETRE les aA a R. -一 … 详 注 

JE 1906 EEG LA S RO 1904 FA e o UR E ne 一 一 译注 
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RE K 是 "天 关于 点 口 的 对 称 图 形 ， 

是 -种 稀奇 的 错误 ,因为 所 涉及 的 多 面体 显然 有 12 +T IH 
AAE 6 TB sa BATAN a; = aji >= j D ,其 中 他 是 那个 四 面 
AAAA, 事实 上 IAEE E — 3 E 12 条 楼 的 中 
点 的 是 包 尖 ,因此 它 有 8 个 二 和 形 面 和 6 个 正方 形 闪 . 


萨 洛 斯 “的 两 合资 献 
第 一 个 如 下 . 


“This computer-generated sentence contains two hundred forty- 
seven letters; four a's, one b, four c's, five d's, forty-four e's, mne 
fs three g's, seven h's, eleven i's, one j, one k, three L's, two ms, 
twenty-nine n's, nineteen o's, two p's, one q, fourteen r's, thirty-one 


s's, twenty-five t's, seven ws, eight v's, seven ws, two x's, six y's, and 


"I 
DIE Z. + 


T FE AMEE ENR. BER Ca; -ali ARNA RELE. A MOD EN 


aSa ORDE GO mjt a, e a E REFE l tE, 1987 ER). 这 
大-- 李 非常 精彩 的 小 册子 ,一 一 译注 

各 这 里 即 为 包含 这 些 中 点 的 最 小 凸 涟 面体 .一 一 译注 

G BES HN (Lee Sallows) ,荷兰 构 泰 齐 公 教 太 学 认 知 和 仿 息 学 院 博士 ,在 下 文 所 人 
绍 的 自 描述 合 人 以 及 逻辑 趣 懒 利 条 上 方 竺 方面 颇 有 研究 .一 -至 注 

GD 这 人 司 话 译 成 中 交 就 是 :“ 这 个 由 计算 机 生成 的 句子 包 合 241 个 字母 ;4 个 al 
个 b4 个 c5 个 山 拉 个 a9 个 1T.3 个 g.7 个 hi 个 记 ] 个 4. 个 k.4 个 1,3 个 m,29 
"n. To. ep Eady té 31 F, tT Au B To v. T w.2 T ..6 4 y #l 
] Tra. A AAE A EE FL Tik Sk OK HJ Y kO Ph ih P 89, 8 SE 2 PT U PI ë yE 
TJ” (self-deseriptiye sentence). E F AmA RHEA E, u pK H H PË T” {self- 
deseriptor} . $E A Rš E iS Gl 8BPF ERS IE i i P EAI tE Sy Ed. k — F R 
有 有 趣 的 问题 . pE aE H E M E r BB IR E Z TP E ES ÉS H 18 B 46 b] 
DEF UP IR F L EM A S PFEP F th B Sit NIF ie hi rE 5 ie 
嫩 何 也 二 会 成 为 自 描 未 语句. (api E A AER HDI W Spa -- Phi Y TF e" 5 E 
PERERA G EAE". TA Ri ie ER sea ati AAN R, POL 
大 民 出 版 社 ,1983 TAI- — 泽 广 
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在 你 检验 了 这 个 句子 的 正确 性 后 ,你 可 能 很 想 知 道 计算 机 
是 怎样 生成 这 个 句子 的 . 这 里 是 萨 次 斯 对 这 个 过 程 的 描述 . 

“生成 上 述 操 子 的 算法 执行 了 一 个 选 代 疼 煞 . 从 一 个 类 亿 
的 语句 出 发 ,但 其 中 说 到 的 各 个 宁 革 个 数 是 随意 写 上 的 . 现在 
确定 出 各 个 字母 在 这 个 语句 中 的 真正 个 数 , 然 后 用 以 敬 换 掉 那 
些 随 意 写 上 的 字母 个 数 , 这 个 新 的 请 钉 就 成 为 第 一 站 下 代 的 自 
变量 , 依 此 类 推 . 结果 产生 了 一 系列 趋向 目标 取 近 记 潜 名 ,我 
请 欢 把 这 个 过 程 描 给 成 一 台 把 钉子 拿 米 作为 输入 并 把 产生 的 名 
子 作 为 输出 的 机 器 ,输出 的 句子 通过 一 个 反馈 回路 返 呵 输入 端 . 
这 损 使 天 比较 容易 地 看 出 , 自 搁 述 语 句 实 际 上 是 一 种 能 搅乱 机 
莫 的 正 党 运行 以 让 自己 不 断 复制 的 病毒 . 这 样 一 种 句子 只 要 在 
输入 端 出 现 一 次 ,就 会 触发 -- 个 周期 为 1 的 闭环 ,于 是 它 就 被 
ad nauseam 了 了 吐 了 出 来 (假定 你 明白 我 的 意思 ). 唯一 的 及 烦 在 
十 ,还 有 其 他 一 些 病毒 ,它们 可 能 抢先 感染 了 机 器 ! 这 就 是 那些 
具有 较 长 周期 的 生子 链 , 壹 上 它们 中 的 任何 一 个 ,机 器 就 会 很 容 
易 地 隐 人 圈套 ,从 而 再 也 不 能 收 敏 到 一 个 自 描 述 子 . 我 们 怎样 
才能 使 机 器 具有 免疫 为 以 抵制 这 些 播 进来 制造 循环 的 家 伙 呢 ? 

我 的 回答 是 :把 机 器 作 些 修 改 ,通过 不 重复 的 执行 方式 , 打 
乱 可 能 产生 的 循环 . 在 句子 每 次 通过 机 器 时 ,我 不 是 把 所 有 的 
子 母 个 数 都 作 纠 正 , 而 是 每 次 随机 选择 一 个 字母 ,只 对 这 个 字母 
的 出 现 个 数 作 纠正 , 现在 ,在 如 此 不 规则 的 替换 之 下 ,任何 御 环 
圈 都 无 法 生存 ， 当 然 有 一 种 特殊 的 情 沉 除外 ,这 时 所 有 的 字母 
个 数 都 保持 不 变 , 因 为 它们 都 已 经 是 正确 的 了 ;这 就 是 一 个 自 措 
RT) [注意 这 完全 类 似 于 一 个 神经 网 络 在 向 一 个 稳定 解 状态 
通 近 时 ,为 避免 被 锁 首 伪 解 状态 而 采用 的 ' 拌 动 ' 方 式 ，] 事 实 


D 拉 丁 语 , 意 为 * 令 人 作呕 地 ”“ 令 大 讨厌 地 ” .一 - -译注 
名 这 是 指 简 所 退火 法 . 有 兴趣 的 读者 可 参见 神经 网 络 计 算 》if 焦 李 成 编著 , 西 
交 由 了 科技 天 学 出 晓 社 .1993 午 版 1， -一举 注 


— !6 一 一 一 


上 ,“ 随 机 "选择 并 不 一 定 要 真正 的 随机 ,只 让 选择 模式 本 身 的 重 
复 周 期 比 任何 一 个 会 使 机 器 了 哟 人 困境 的 可 能 循环 长 就 可 以 了 . 
因此 ,任何 常见 的 伪 随 机 数 发 生 器 都 十 分 适用 . 在 正常 情况 下 ， 
几 百 万 次 的 选 代 (突变 ) 就 足以 演化 (自然 选择 ) 出 一 个 活 生 和 后 的 
解 (病毒 ) ,条 件 是 确实 存在 一 个 解 ， 如 果 不 行 ,我 们 可 以 把 原来 
的 语 何 作 些 修改 再 试 .” 

防 洛 斯 的 第 二 个 贡献 底 不 包含 字母 也 木 包 含 数字 , 它 如 下 
所 示 , 没 有 任何 说 明江 


11] 


"12. 


中 把 这 种 怪圈 式 的 项 形 也 以 艺术 化 才 现 的 大 首 推 当代 荷兰 版 画家 革 低 尔 
t Maurits Comelis Escher), 关于 这 类 周 形 所 葡 涵 的 数学 哲学 思想 ,建议 读 普 参见 4 哥 德 
尔 ` 艾 舍 尔 ,巴赫 一 一 集 异 堵 之 人 成 ){ 僻 世 达 著 . 郭 维 德 等 译 ,商务 印 书馆 , 1996 年 
hk). 这 是 一 部 堪 称 旷世 禁书 的 著作 . 一 一 译注 


J E 


近年 康 的 数学 成 就 中 , 令 人 上 肪 上 卓 的 是 一 些 长 期 县 而 未 疙 的 
FARRE T PREP. Delige) IEA T ID, 1. 
布朗 热 (L. de Branges) UEH T HEA EARR, IER G. Falt- 


Da tRNR RIH A. Wah F 1949 FE RAA AB h tae B. u 8: 
MA SEAE CHES Sg ERE 135 48 A A 8] JE 8820 Ea Aa A A BE. 
Hik, Em TARE CARRA PEB SBS TEG H AA Jr F 559 S #t e BT FL ñ*: 
儿 柯 流 形 的 拓扑 性 质 记 间 的 深刻 联系 . eps 52 ML. Xi 5 SA B) —- T° HE Š5 18 FS ii 
MPR MEB DU Sapo 5 HE2 dE2 25 32 3645 B Fe 20 BB tE 22 .赵斌 编写 ,湖南 科学 技术 出 版 
社 .1984 F. ib ETER GRB E U EAO BPA Sy. À T OB OSO OB ISIL E Eh Y x + 
销 想 关键 所 在 的 叙述 可 见 # 二 十 世纪 数学 史话 》! 张 黄岩 ,起 斌 编著 ,知识 出 版 社 . 
1984 午 版 ) 中 的 "二 十 四 ,宝石 集锦 -加 年 来 难题 与 猪 想 ' 的 进展 情况 ". 这 个 稍 
想 寺 1973 年 由 比利时 数学 罕 德 利 涅 完整 地 解 交 ( 他 因此 击 奖 得 了 1978 EIERE 
奖 】. 一 一 评注 

È 这 个 由 德国 数学 家 比 寺 巴 赫 [L, Bieberbach) T: 1916 年 提出 的 猜 概 是 说 村 十 
OA A = 有 1 nn | = 


ntn = 2.3. 3 月 撤 当 fz) = e; tepit | waf= n. IRE T 1984 FRE 


国 数 学 家 德 ' A ARR. MERITA RANE SREE. 后 他 人 异 到 新 联 访 
问 的 机 会 就 此 成 果 作 了 几 次 演讲 ,受到 苏联 数学 家 重视 . 经 国际 图 数论 漠 相 三 学 者 
HATAR A EREA. 该 和 销 想 被 梓 阁 解决 脐 的 最 好 结果 | a | = 1.064320 出 译 者 
于 1983 年 所 得 . 详情 申 谷 见 $ 刺 代数 学 新 进展 了 { 昊 文俊 十 编 ,安徽 科学 技术 出 版 社 ， 
1988 年 版 中 证 棕 吕 教授 的 文章 .一 一 译 汗 
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ings) 证 明了 莫 德尔 猜想 口 . 另 一 方面 , 费 马 问题 28 REET, 
以 及 所 谓 的 老 加 莱 猪 想 号 仍 未 解决 ,虽然 不 时 有 人 宣称 这 些 问 
题 也 书 经 被 解决 无 论 怎么 说 ,关于 其 中 一 些 问题 的 起 源 , 有 几 
件 零 散 的 事实 看 米 该 及 时 地 提出 来 . 本 节 下 面 的 大 部 分 内 容 ， 
除了 下 面 这 Ë, #8 h a Jay ik F Ke ñf GB qk iB (M. R. 
Choudhury) APEI , EE Ww e tE 


DATURA EREM 3 (L. J. Modd) T :922 EE DAE ei. 设 
Fir p 238 PB 3 Sk 3 u. HER Fir) = O SRF 2, M Y 
F(x,y) = 站 只 有 有 有 限 才 个 有 理解 .这 里 * 亏 捕 ”可 粗略 二 理解 为 方程 Prz,r)y = 0 的 
复数 解 所 组 成 的 几何 流 形 {( 即 “代数 曲线 ") 上 “ 洞 " 的 个 数 , 该 猪 椒 山 联邦 德国 数 举 
REREH T 1983 年 解 典 (他 因此 而 获得 了 1986 年 的 非 尔 兹 奖 ). 一 -译注 

D 现在 不 月 是 个 猜想 了 1 一 一 原 注 

他 这 个 由 著名 法 国 数学 家 费 杏 {F.de Fema) T 1637 FHIG AE peh 
的 结论 ,终于 由 英国 数学 家 怀 尔 斯 (A. Wiles) 于 1994 年 证 明 ! 他 因此 而 获得 了 1996 
年 的 还 尔 去 数学 奖 1. 详情 可 参 风 本 译 雁 中 数学 ;新 的 黄金 时 代 $ 的 第 8 章 和 <* 隅 韦 
AERAR FRE EEE, LAERA, 1998 年 版 1. 一 一 详 注 

名 JkT H A ARERR SE SE (B, Riemann) J 1859 年 提出 的 假设 肉 窒 如下; 设 
FERR O) rta ri EN s WERE Re > 1. 用 解析 延 拓 的 方法 
可 将 OO 的 定义 域 开 拓 到 整个 复 平面 . 这 时 ,5fs) 有 一 系列 一 级 零点 ;s = -2 - 
4 一 2n 它们 被 称 为 "平凡 零点 "”. EZ h e OAZAMA RETRE 
AL. RR RE rC) 的 所 有 非 平凡 零点 表 你 于 直线 Res = 1⁄2 E, 黎 曙 假设 对 士 数 
论 和 函数 论 具有 极其 重大 的 意义 ,在 殖 曼 假设 成 立 的 前 提 下 获得 的 重要 结论 一 般 都 
被 认为 是 有 俊 值 的 , 过 一 个 半 进 纪 以 来 .虽然 获得 了 不 少 支持 黎 曼 假设 的 成 时 ,但 
歼 显 假设 永 身 既 设 殖 捉 证 明 也 设 有 被 否 定 . 一 一 译注 

(9 E TS 4 3 5 E [388 32% BE MH3E (J.-H. Poincar) 8) £ F y Z 69 58 38 48 E 文中 
FUE, RERI E Kia AE En FEB Y ER LEIEN, 当 ， > 3 
时 , 单 连通 的 =” 维 闭 流 形 若 切 " 维 球 面 有 相同 的 同调 属 , 则 必 与 维 奈 面 阿 胜 ， 对 斋 
加 莱 猪 想 有 上 广 立 许 加 沫 猜想 的 - -个 避 开 了 * 单 连通 "、“ 闭 流 形 *,“ 同 调 群 "“ 同 且 ”， 
以 受 久 中 的 “ 紧 流 形 " “基本 群 " 等 拓扑 学 概 伪 的 直观 横 述 ,出 本 译 丰 中 数学 ;新 的 
黄金 时 代 》 的 第 0 章 给 出 ,关于 广 广 论 加 药 铺 想 ,n > 5 的 情况 已 由 美国 数学 家 斯 
HFA CS. Smale) F 1960 年 让 其 (他 因此 市 获得 1966 EREA), M n=4 的 情 
半期 由 美国 数学 家 弗 里 德 最 (M. Freedman) F 1981 年 证 明 ( 他 因此 而 获得 了 1986 第 
BJ3E3 232). 现在 只 剩 下 上 讶 加 莱 猜 想 本 身 未 获 解 决 .~ 一 译注 


.13. 


通 贡 绕 到 谍 加 菜 猜 起, 是 指 这 样 的 断言 :共有 单 连 迁 的 3 维 
紧 流 形 才 是 3 维 球面 , 然 凋 下 如 有 人 指出 的 那样 (例如 可 和 参见 
斯 梅 尔 发 表 在 4 数学 信使 》( Mathematicat Intelligencer , Vol. 12, 
No.2,1990) 上 的 文 剖 ) , 庞 加 莱 从 来 没有 把 它 作 为 一 个 狂想 提出 
来 . 他 在 $ 关 于 位 置 分 析 的 第 五 个 补充 了 (Cinqguieme complément à 
Lanalysis situs, 见 4 著 作 第 六 卷 ${ CEuwvres VI) , Gauthier- Villars , Paris 
(1953),p.498) 中 写 道 ， 


H resterait une question à traiter: Est-il possible que le 
groupe fondamental de V se réduise à la substitution iden- 


tique, et que pourtant V ne soit pas simplement connexe? 


33 F— 8 B] B Z At EE. 即使 V + # S 2E 3B 9, 
它 的 基本 群 是 下 是 也 能 约 化 成 单位 元 群 ? 
接着 有 一 段 文字 ,其 中 用 这 篇 文章 引信 的 一 些 概 念 把 这 个 问题 
重新 叙述 了 一 裔 . 然后 以 一 段 只 有 … 行 的 文字 作为 结束 : Mais 
cette question nes entranerait trop loin." 它 可 粗略 地 翻译 为 :“ 介 这 
个 问题 将 把 我 们 带 往 还 不 可 及 的 远方 . "可 见 这 个 问题 既 不 是 作 
为 一 个 猜想 ,也 不 是 作为 一 个 公开 让 人 们 研究 的 问题 而 提出 的 . 
庆 加 菜 对 答案 连 猜 都 设 有 猜 . 
与 此 相反 , 韦 伊 以 绝对 明确 的 态度 相信 他 那个 还 没有 证 月 
的 结论 是 成 立 的 . 他 在 4 有 限 域 上 方程 的 解 的 个 数 》(Numbers of 
solutions of equations over finite fields, 载 $ 美 国 数 学 会 通报 》C Bui- 
letin of the American Mathematical Society} 55(1949), p.498) 中 这 样 
互 道 ; 
这 个 例子 ,以 及 其 全 我们 不 能 在 此 讨论 的 例子 ,看 
KaT TEREE. 这 个 猜想 已 知 对 代数 曲 


TRR E EEEH- En. Eih P, Pal = E ER AUE AYE 
同一 ，-- 一 详 社 


线 是 成 立 的 ,但 是 至 今 我 还 不 能 证 明 它 对 更 高 维 的 代 
SO Ti ar. 
正 可 我 们 现在 从 德 利 涅 的 工作 所 知 首 的 , 书 伊 猜想 结 
证 明 是 汇 确 的 . 于 是 ,看 一 看 韦 供 就 猜想 这 个 主题 所 作 的 一 
性 论 带 (所 4 基于 数论 的 两 个 演讲 ,过 去 与 现在 》(Two lectures on 
number theory, past and present, 载 《 数 学 教学 》( L'Enseignement 
mathématique ) (2) ,2001974),p.87 一 p.110), 是 一 人 忻 很 有 意思 的 
==. 
这 时 我 可 以 指出 ,在 过 去 的 日 子 里 , 当 我 们 使 用 
“假设 "或 “ 稍 想 "( 德 文 作 VYennuhnmg) 这 个 词 时 ,并 不 号 
简单 地 把 它 作 为 一 种 一 赴 情 愿 的 想法 .如今 ,这 两 方 
面 经 常 混 清 ,例如 ,基于 丢 番 图 方程 的 所 谓 “ 莫 德尔 狂 
想 " 是 说 ,一 条 亏 格 至 少 为 2 的 有 理 系 数 代 数 曲 线 最 多 
有 交 限 多 个 有 理 点 . 如 果真 是 这 样 , 那 是 很 好 的 . 我 
宁 蛛 打赌 说 它 成 立 而 不 愿 理 定 它 , 但 这 只 不 过 是 一 个 
一 所 情 感 的 想法 ,因为 既 没 有 丝毫 证 请 来 吏 持 它 , 也 没 
什么 来 否定 上 
因此 , 庞 加 菜 显然 没有 作出 他 的 狂想 ,而 韦 伊 则 确实 作出 了 
A, 我 们 让 读音 来 决定 莫 德 尔 的 下 列 陈述 ( 见 《 关 于 三次 和 四 
EJT RERI A FERE) On the rational solutions of the indeterminate 
equations af the third and fourth degree, 载 (剑桥 哲学 会 会 刊 》( Pro- 
ceedings Cambridge Philosophical Society ) 21 ( 1922223), p. 191— 
p. 192) 是 一 种 狂想 ,还 是 一 种 一 采 情 愿 的 想法 : 
总 之 ,我 可 以 注意 到 ,前 面 的 工作 向 我 提示 了 下 别 
关 半 不 定 方程 的 陈 扩 的 正确 性 ,然而 ,其 中 任何 一 个 我 


中 粗 瞳 地 说 .代数 馈 吓 指 代 数 方 各 的 复数 解 所 组 成 的 几何 流 形 . 1 维 的 代数 往 
允 称 "代数 井 线 " :2 PERU UE V PRICE I .一 一 译注 


Susana 


E h FD 
【 A 
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ax + bxy + U + + gy = z 

ERa my BUR $ OR R DUE E HER- t 
jem A ie E ERARD fz. 

(4) 局 祥 的 定理 对 方程 

ax? + byt e ort + Ify r t 2er x? = heyr sO 

RE. 

(5) B] 59 EE aE sy 368 K T 1 t r 2 2 Ë , Pl 
#Hf(xz.vy.z) = ÜD,4B K ar. 


再 说 序列 之 迹 


许多 数学 家 已 经 注意 到 ,计算 机 对 数学 的 主要 影响 在 于 所 
出 新 癌 题 ,而 不 是 在 于 解决 老 问 题 . 我 旨 指 出 ,在 这 些 新 闻 题 
中 ,有 一 些 问题 虽然 表述 起 来 很 容易 ,但 是 或 许 在 实际 上 是 不 可 
能 解决 的 . 

仕 那 些 如 果 没 有 计算 宙 杠 人 永远 也 不 会 提出 来 的 问题 中 ， 
一 个 最 简单 而 且 最 闻名 的 问题 是 科 拉 忒 (Lothar Collatz) 的 所 谓 
(3n + 1) 猜想 , 令 了 是 自然 数 集 N 上 的 一 个 是 数 ,日 

nz, 当 mn 为 偶数 ， 
fin) = H +l, ` n 为 奇数 . 
这 猜想 是 说 ,对 任何 一 个 n, MAARTE — 4 k. ERF)? 
= 1. 或 省 用 动力 系统 的 语言 来 说 ,就 是 每 个 n HPR RAS 
L 这 - -结论 对 所 有 的 n < 1P 都 已 得 到 验证 . 
容易 描述 以 此 为 特殊 情况 的 一 类 广义 问题 对 N 中 的 任何 


TRA nah JPE EE A n) 的 不 钦 方 ,而 是 指 用 了 村 ;进行 次 壬 民运 算 ， 
二 站 .一 一 译注 
— 


2: PA n 的 轨道 , 戎 序列 Ana FF) 一 EIF 
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和 


kR adb T, Ogie k, ASNE NAAA, E 
为 
Akrn+ti) = an + b. 

于 是 我 们 可 以 问 关 于 点 在 7 作用 下 的 就 道 问 题 . 例如 ,它们 是 在 
都 包含 1? 科 拉 芯 癌 题 就 对 应 着 上 = 2,ag = 1,5 = Da = 6. 
bi = 4 的 情况 ， 

关于 这 个 广 兴 问题 的 二 要 结果 走 由 康 市 !John H. Conway ; 
TWEE (IKA nf TUM 6 ZE tÇ Unpredictable Herarions, #£ 
£ 1972 年 情 东 德 数论 会 议论 交集 Proceedings Number Theory 
Conference , Boulder ,1972)). PZ F RW E: E EA aE 63. 
更 淮 确 地 说 , 康 书证 明 ,即使 是 对 所 有 的 b, WARRE, E 
有 一 个 算法 能 判定 ,对 任何 一 个 给 出 的 4, 其 轨道 是 否 包 含 着 1. 
当然 ,由 此 得 不 出 什么 关于 科 拉 芯 间 题 可 羯 定 性 的 结论 ,然而 它 
确实 证 明了 ,虽然 存在 着 一 些 有 着 参数 上 种 a; 的 具体 问题 , 它 介 
在 理论 荆 是 可 以 算出 的 ,但 是 对 于 这 个 问题 类 米 说 , 却 是 不 可 判 
定 的 . 康 书 进 -… 步 得 到 了 --- 些 有 趣 的 例子 ,它们 被 落 供 (Richard 
Guy) 称 为 置换 序列 ”. 其 中 最 简单 的 例子 出 现在 盖 供 的 《数论 
中 的 末 解 决 问题 》(Unsolped Problems in Number Theory. 


Springer-Verlag, New York, 1981) 242, 3F.E H 30 KE eG > 


给 出 : 
T(2n) = 3a. 

Tida + ]) = 3A 十 1, 

Ti4n =- 1) = 3n - |, 
FARN 了 是 一 个 一 一 航 射 ,因此 所 有 的 轨道 要 勾 是 图 ,要 之 

Gi A BJ iH: EATER A {2r digna] BS E 3, dg ay. BIRET 

大 学 出 版 社 ,1996 年 版 ) .有 兴趣 的 读者 可 套 阅 ， ORERE ANATRA R. 
序列 ”. 一 -- 译注 
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是 志 丰 都 趋同 十 无 穷 的 双 泡 穷 序 列 ， 人 们 可 以 窜 易 地 发 现 (1)， 
(2.3), (4,6,9,7,5) 和 (44,66,99,74,111,83,62,93,70,105,75, 
59) 这 些 圈 . 不 在 这 些 圈 路 出现 的 最 小 的 数 是 8, E u B JF 
是 73,55,41,31,23,173,13,10,15,11,8,12,18,27,20,30,45,34, 
31 ,38,57,43,32,48,72,…. 这 条 轨道 经 过 在 两 个 方向 上 的 几 千 
次 送 代 ,是 然 发 证 了 - 些 * 擦 和 月 而 过 ” 欧 现 象 ,但 毫 无 首尾 相 接 
URR., 请 注意 在 上 述 序 列 两 头 的 73 和 和 72. 这 种 现 浊 多 次 发 
生 , 如 153 和 154,161 和 162,500 和 501,790 和 791. 

问题 1 在 了 下 是 否 有 任何 其 他 的 有 有 限 雪 道 ? 

问题 2 8 的 轨道 是 省 有 限 ? 

后 一 个 问题 有 一 个 伟大 广 意 芍 特点 ,有 凤 它 独 对 的 是 单个 序 
sU]. 该 同 科 拉 浇 癌 题 相 友 ,后 省 问 的 是 无 穷 多 个 席 齐 的 行为 . 
当然 ,说 这 个 问题 不 可 判定 是 没有 意义 的 ,但 下 面 我 将 论证 ,和 
很 可 能 是 "不 可 证 明 的 ”. 也 就 是 说 ,8 的 轨道 可 能 在 实际 上 是 无 
究 的 ,但 对 此 从 我 们 通常 的 公理 系统 出 发 根本 不 存在 让 明 ， 

进一步 的 实验 导致 进 … 步 的 推测 . 不 在 .上 述 所 有 轨道 中 出 
现 的 最 小 数 是 14, 它 的 轨道 看 来 叉 无 反 顾 也 从 两 头 向 无 穷 延 
省， 下 一 个 不 出 现 的 数 呈 各, 如 此 等 等 . 用 Mathematica 我 们 发 
METE 1000 以 内 的 数 分 属 54 条 木 相交 的 轨道 , 我 们 把 一 条 二 
道中 的 最 小 数 称 为 种 子 ;.，T*(;) PRR, E n SERRA F 
称 为 向 前 数 ,在 n 为 负 的 情况 下 人称 为 向 后 数 . 当然 ,就 像 我 们 
很 本 万 法 证 明 这 些 胃 道 足 知 一 个 图 的 : 部 分 一 样 , 我 们 也 不 庆 
道 它 们 是 否 不 四 区. 例如 ,可 以 不 像 , 了 "8) I E PE T; U H: Sl az 
一 可 能 与 了 所 14) 的 一 个 向 后 数 相 直 ,一 个 粗 赂 欧 统 计 研 究 坟 
遇 ,向 前 数 中 包含 的 偶数 与 奇数 个 数 大 至 相 同 . 由 此 订 以 推出 ， 
约 有 - - 举 的 向 前 数 能 被 3 PTH, A ARIE TRTE, EI 


DEER? — 
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一 个 数 的 前 一 个 数 为 偶数 时 ,这 个 数 才 被 3 所 整除 . 另 一 方面 ， 
在 向 后 数 中 ,奇数 看 来 以 大 约 2 对 1 的 比例 多 于 侦 数 . 情况 显然 
一 定 是 这 样 ,因为 在 向 后 选 代 时 ,一 个 偶 身 后 数 减 小 到 它 前 一 个 
数 的 2/3, 而 一 个 奇 向 后 数 只 增 太 到 它 前 … 个 数 的 大 约 4⁄3. 因 
此 向 后 数 中 奇数 一 定 比 偶数 多 ,因为 T- "ts) 作为 自然 数 , 必 须 
保持 为 正 . 

利用 手中 的 数据 可 以 证 明 , 如 昌 除 这 里 列 出 的 以 外 还 有 其 
EIERE ,那么 它们 的 长 度 必定 至 少 为 360， 而 且 , 我 们 可 以 
直观 地 论证 ,图 的 存在 性 变 得 非常 的 “不 可 证 明 ”. 首先 请 注意 ， 
任何 奇数 在 向 前 揭 代 一 次 后 都 (近似 地 ) 减 小 到 原来 的 3⁄4, 而 
任何 偶数 则 增 大 刘 原 来 的 37/2. 因此 如 果 一 个 圈 有 m 个 奇数 和 
n 个 偶数 , 则 我 们 必须 有 (374)"(372)" — 1 而 如 果 这 个 圈 中 最 
小 的 数 , 即 种 子 , 在 1000 附近 ,那么 这 个 近似 等 式 一 定 误差 很 
小 ,也 就 是 说 ,比值 m/n 一 定 同 0.70951 很 接近 ,精确 到 第 四 位 
小 数 . 如 果 种 子 大 于 10 000, 那 么 最 小 的 圈 也 将 有 665 的 长 度 ， 
MAREE m = 276 和 nm = 389 的 情况 下 存在 . 发 生 这 种 情况 
H HLE” EEDE? 

那么 ,这 个 故事 的 寓意 何在 呢 ? 我 们 都 知道 , 根据 哥 德 尔 
(K. Gödel) 的 工作 ,不 管 我 们 所 据 的 公理 系统 是 什么 ,只 要 用 到 
那么 一 点 儿 数 论 , 就 存在 一 些 真 命题 ,对 它们 根本 不 存在 什么 证 
Hb. #R ifi E E Imp SE AS 2 Hh = 3 E, mR 
们 往往 找到 了 它们 . 这 里 的 原因 ,我 想 主 要 在 于 我 们 选 来 攻克 
的 问题 . 但 是 像 我 们 在 这 里 讨论 的 问题 ,看 来 是 一 种 特殊 类 型 
的 问题 . 在 我 看 来 ,8 的 轨道 为 无 限 的 “可 能 性 ”是 无 法 抗拒 的 ， 
对 这 个 事实 作出 证 明 的 “不 可 能 性 "同样 也 是 无 法 抗拒 的 ,说 实 
在 的 ,为 什么 庶 该 有 一 个 证 明 呢 ? 

多 ”这 是 指 著 各 的 哥 德 尔 不 完全 性 定理 . 有 兴趣 的 读者 吕 参 见 ¢ 哥 德 永 不 完全 

性 定理 六 朱 水 笨 编 普 ,过 "教育 出 版 社 ,1987 JN). 一 PEE 
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Hih IHC ERJ. H.C. Whitehead) A 8 [uJ 

ERI fh BJ a Raa A ER A N: 怀特 黑 德 (Alfred North 

Whitehead) 的 工作 的 看 法 . 后 来 ,他 想 出 了 一 个 固定 不 变 的 加 

B. 当 被 问 到 "你 认为 你 慑 慑 的 哲学 怎么 样 "时 ,他 就 冤 道 :我 

真 的 对 此 届 有 很 好 想 过 一 一 然而 你 认为 你 叔叔 的 暂 学 浆 怎 么 样 
117; WE?” 


无 条 件 安全 的 协议 


过 去 的 一 个 年 代 中 , 令 人 激动 的 数学 进 谋 之 -- 是 发 现 了 所 
谓 不 可 破译 的 公 和 钥 密 码 . 这 些 密码 具有 这 样 的 特征 :人 人 都 知 
道外 窗 的 方法 ,但 对 外 人 来 说 , 破 详 这 个 密码 所 需要 的 计算 量 被 
认为 超出 了 当前 计算 机 的 能 力 . 在 最 著名 的 例子 中 ,要 破译 这 
个 密码 ,相当 闻 要 找 出 一 个 大 整数 (比方 说 一 个 100 位 整数 ) 的 
所 有 内 数 . 人 们 确信 这 在 计算 机 上 是 不 可 行 的 . 
一 个 不 那么 著名 但 在 某 种 程度 上 有 着 癌 样 风格 的 更 新 进 
展 , 是 关于 传递 某 种 信息 的 方法 ,这 种 信息 取决 于 其 他 信息 ,而 
那些 其 他 信息 则 必须 保密 . 然而 ,用 这 些 方法 ,除了 自称 能 润 悉 
他人 心灵 的 巫师 外 ,任何 人 都 绝对 不 可 能 得 知 保 密 的 信息 . 这 
里 有 一 个 简单 的 例子 . 有 一 些 人 , 设 为 Pi, Pa, Pa, EAE 
-个 数学 系 的 全 体 成 员 ,很 想 知 道 他 们 的 平 向 务 金 是 多 少 , 但 
他 们 都 不 愿意 把 自己 的 薪金 数 涝 露 给 其 他 任何 人 . 怎样 才能 做 
到 这 一 点 呢 ? 我 拱 这 个 问题 提 给 我 的 一 些 同事 ,但 他 们 都 不 能 
给 出 答案, 我 证-- 次 社交 附会 上 义 提 到 了 这 个 问题 ,一 位 造 完 
向 中 以 米 秆 么 数 党 深 程 部 没有 进 颂 过 的 妇女 {而 且 声 称 她 没 能 
通过 蕊 年 级 的 代数 考试 ) 很 快 就 作出 了 如下 的 简单 解法 : P| Bë 
意 选 一 个 数 x ,并 把 它 告 知 PP 把 自己 的 薪金 数 加 上 去 ,并 把 
所 得 的 和 告知 Ps; P, 也 把 自己 的 森 金 数 加 上 去 ,并 把 和 告知 
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Pa. 依 此 类 推 . 最 后 P, 把 自己 的 薪金 数 加 革 去 并 把 和 告知 已， 
Pi 打上 自己 的 薪金 数 ,再 减 去 *, 除 以 和 ,并 把 结果 公布 于 众 . 
显然 ,除了 可 由 平均 薪金 推断 出 的 信息 外 ,没有 人 能 得 知 关 于 其 

他 人 和 薪金 的 任何 情况 . 
在 上 述 方案 中 ,确实 没有 人 能 通过 自己 独立 的 行动 发 现 关 
于 其 他 人 薪金 的 任何 情况 ,但 是 ,如 果 现 在 允许 大 们 可 以 合谋 、 
情况 就 会 改变 ,例如 ,如 采 P, 将 x 泄露 给 P ,那么 P, 将 得 知 
P, 的 薪金 数 . 于 是 ,这 个 方案 ,或 者 如 一 般 所 称 的 协 该 (proto- 
col) ,被 称 为 是 1-~ 保 隐 秘 的 (1-private) ,但 不 是 2- 保 隐私 的 (2- 
private). 于 是 有 人 要 问 , 对 这 个 问题 是 否 存在 2- 保 隐秘 的 协 
D. 回答 是 ,事实 上 存在 着 -: 个 -保障 秘 的 协议 ,而 及 这 个 协 
议 也 很 容易 描述 . 一 个 协议 被 称 为 是 二 - 保 隐私 的 (mprivate)， 
是 指 这 站 个 人 的 任何 一 个 真子 集 都 不 能 通过 合谋 得 知 关于 它 
的 补 集 的 任何 情况 ,除了 他 们 知道 了 平均 薪金 后 由 此 推断 出 的 
信息 . 下 面 是 这 个 协议 的 执行 过 程 . < ú E P. 的 薪金 数 . 每 位 
Pi 部 选 nn 个 数 3; ,它们 只 要 满足 加 站 来 等 于 * 这 个 条 件 . 然后 
P, 将 每 个 总 各 写 在 一 张 纸 片上 ,并 将 写 有 5; 的 纸 片 交 给 P. 现 
在 每 位 P 将 手中 纸 片上 的 数字 之 和 公布 于 众 . 1 之 和 当然 就 
E s 之 和 ,这 正 是 人 们 想 知 道 的 数字 . 有 关 情 况 可 用 下 阵 S = 
(sb 来 表示 .其 中 第 ;i 行 的 数字 之 和 是 s,, 而 第 ; 列 的 数字 之 和 

TE tj- 
t b Ék] tn 
Si | S £12 SIE Slin 
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要 看 出 这 个 协议 是 n - 保障 私 的 ,不 芒 假 设 前 天 个 参 预 者 
合谋 , WARTA FAIA n- k) xin- kB TIEKE S. 中 的 
元 素 外 ,8 PA HAEIETR EA e PT AY, ii Heie 
此 他 们 将 知道 5; 的 所 有 到 和 ,但 如 果 只 知道 ~- 
个 候 阵 的 列 和 wj, 那么 这 个 矩阵 的 行 和 7; 就 可 以 是 任何 仪 满足 
PSr > c 的 数 . 因此 这 些 合谋 的 参 预 首 只 能 知道 其 他 参 
预 者 的 新 人 金 之 和 ,向 这 一 点 无论 怎么 说 都 互 在 他 们 知道 了 薪金 
总 和 后 推断 得 知 字 . 

这 个 关于 和 的 协 以 可 以 用 来 得 知 其 他 一 些 信 息 , 例 划 薪金 
的 分 布 情况 , 即 在 每 个 薪金 收 人 水 平 上 各 有 光 少 个 人 ,但 是 这 些 
人 是 谁 则 不 得 而 扼 . 要 知道 有 多少 人 的 薪金 是 x, 可 以 执行 上 
述 关 于 和 的 协 说 ,不 过 p; 的 秘 窗 数 开 1 或 0; 如果 他 的 薪金 数 为 
x ,了 驶 皮 1; 否则 ,就 取 0. 对 的 所 有 值 3 重 复 执 行 这 个 协议 . 一 
个 更 有 效 的 办 法 是 :对 P, kin. Ona +1)3 为 共 秘 密 数 . 用 上 上述 
协 必 算出 秘密 数 的 总 和 ,并 且 抒 它 以 fa + 和 为 底数 表示 击 来 二 ， 
(ntl) 的 系数 就 是 薪金 为 x 的 人 的 个 数 . 同样 的 技巧 可 以 用 
于 无 记名 投票 . 假定 有 若干 个 候选 人 人权 竞 选 某 个 职位 ,将 他 们 
用 1 到 名 标记 .一 -个 想 投 票 给 候选 人 的 选民 就 应 该 用 秘密 

G 原 书 所 附 的 矩阵 $ RAEM ETTR ERAR, TER S, 不 应 包括 5 的 
Hk PER Pa E RAE sy] ps Ee?E 

Q 需要 说 明 的 其 . 当 #= mn-1 时 ,这 辣 -1 ASR h 1k 4 DAS 8 aa 
他 们 合谋 暗算 的 人 的 帮 金 数 , 但 这 一 点 同样 可 由 薪金 总 和 瞧 出 . 由 此 可 体会 到 在 n 
- 探 隐秘 的 怎 义 中 "除了 了 他们 知道 了 平均 莫 金 后 出 此 推断 出 的 信息 "这 问 话 的 章 艾 ， 
一 一 译注 

Q 这 颗 显然 艘 定 茹 金 数 只 取 有 限 个 值 ,而 且 可 以 假定 具 到 有 限 个 非 负 整 数值 ， 
这 种 假定 是 各 理 的 .因为 薪金 - 艇 都 分 为 有 限 个 级 别 ,而 是 阁 玻 最 小 磺 币 单位 , 阁 金 
数 即 为 非 负 整数 . 单 然 新 人 金 数 为 零 伺 不 太 有 现实 意义 ,但 这 在 数学 上 多 有 方便 之 
处 . 一 -一 译注 

ERRAN :个 n+1 进 制 数 ,下 文 fn + D 的 系数 即 这 个 上 + 1 进 制 数 的 右 数 
第 x + 1 位 数字 . -一 - 洋 注 
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数 (n+1)*. 于 是 ,这 个 关于 和 的 协议 将 会 给 出 各 候选 入 的 得 标 
统计 . 

F£ jih ps ke p hh a EE? 例如 , 想 要 知道 的 是 最 贞 薪 金 而 不 
是 薪金 总 和 , 那 该 怎么 办 ? 如果 已 知 薪金 数 的 一 个 于 界 s ,那么 
且 然 就 会 妃 到 下 述 的 程序 . 用 这 个 关于 和 的 协议 算出 有 多 少 人 
的 薪金 为 5， 如 采 答 案 为 零 ,就 再 过 于 -1 ,如 此 进行 下 去 ,直到 
算出 的 和 为 正 数 ,这 里 的 问题 是 人 和 们 知道 得 太 多 了 了 . 大 们 不 但 
知道 了 最 高 薪金 ,而 有 生还 知道 了 拿 最 高 装 金 的 人 的 个 数 . 是 不 
是 可 以 让 人 人们 仪 得 项 最 高 莫 金 而 对 其 他 情况 一 无 所 知 ? 同样 
地 ,是 不 是 可 以 让 大 们 在 某 次 选举 中 仅 得 知 嘟 位 (哪些 ) 候 选 人 
当选 .但 是 对 选票 的 分 布 情况 一 无 所 知 ? 还 有 一 个 简单 的 算术 
问题 :既然 n 个 数 的 和 可 以 用 4- 保 隐秘 的 协议 算出 , 邦 么 对 n 
个 数 的 积 , 情 况 叉 如 何 ? 

所 有 这些 问题 的 管 案 不 但 是 同样 的 ,而 且 十 分 令 人 意外， 
当 自 仅 当 :小 于 n72 时 ,它们 都 存在 1- 保 隐私 的 协议 . 这 种 协 
议 可 称 为 少数 人 - 保 隐秘 的 (minority-private)， 少数 人 - RIA 
的 协议 的 存在 性 是 由 本 — B (M. Ben-Or) , fE IE (S. Goldwass- 
er) IB AS Pt ( A. Wigderson 2: PERA HI , Eth A M (D. Chaum)., 
(C. Crépeau) 利 达 姆 加 德 (1. Dangard) 汪 独立 地 证 明 . 给 
定 秘密 数 2, 它们 可 以 取 自 其 个 有 限 的 数值 集合 , 则 
s; 的 任何 旺 数 都 可 以 用 少数 人 - 保 隐 私 的 协议 算出 . 只 要 考虑 
在 一 个 充分 大 的 有 限 域 上 的 冰 数 就 可 以 了 ， 对 于 乘法 来 说 ,已 
经 纷 出 了 一 个 少数 人 - 保 幅 私 的 协议 , 它 在 其 种 程度 上 远 比 那 
个 关于 加 法 的 协 汉 求 得 复杂 . 《迄今 为 止 我 们 描述 的 所 有 内 容 
叮 以 为 一 名 合格 的 七 年 级 学 生 所 理解 .关于 乘法 的 这 个 协议 则 
大 约 在 大 学 抽象 代数 课程 的 水 平 上 . } 一 旦 解决 了 加 法 和 乘法 
的 情况 ,我们 就 解决 了 多 项 式 的 情况 ,从 南 一 个 有 限 域 上 上 所 有 也 
数 的 情况 者 得 以 解决 . 通过 适当 的 编码 ,人 人 们 感 兴趣 的 大 字数 
问题 都 可 以 变换 为 计算 一 个 从 整数 到 整数 的 函数 的 问题 ,虽然 
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在 有 些 情 况 中 ,这 一 -点 并 不 是 -- 且 了 然 的 ,例如 在 人 们 只 想 若 道 
哪 位 候选 人 赢得 选举 的 无 记名 投票 问题 中 . 

或 许 比 条 件 t < n 妈 的 充分 性 更 为 令 人 惊奇 的 是 它 的 必要 
性 . 这 意味 着 ,比方 说 在 计算 ”个 秘密 数 之 积 的 问题 中 ,如 果 这 
n 个 参 预 者 中 有 半数 或 半数 以 上 的 人 决定 合谋 , 邦 么 没有 一 个 
协议 能 做 到 保密 . 事实 上 ,唯一 能 够 用 多 数 人 - 保 隐秘 的 (ma- 
jority-private) 押 说 计算 的 函数 ,木质 上 就 是 仅 用 关于 和 的 协议 算 
得 的 陆 数 .这 一 点 首先 由 Ë 尔 CB. Chor) AFE tt FJER (E. 
Kushilivit2) i *- 对 布尔 孝 数 得 到 证 明 , F; 3 X HH H 35 ( Donald 
Beaven)t 对 一 般 的 整数 值 函 数 得 到 证 明 . 请 注意 到 现在 为 止 我 
们 还 没有 说 过 协议 到 底 是 什么 ,我 们 只 不 过 简单 地 展示 了 一 些 
例子 . 只 要 人 们 证 明 的 基 存 在 性 定理 ,这 样 做 一 切 顺 利 . 类 似 
地 ,要 证 册 对 三 次 和 四 次 多 项 式 存在 -一 个 求 根 “公式 ”, 人 们 只 要 
简单 屯 拒 公式 写 出 来 并 检验 它们 确实 有 效 就 行 了 . 但 另 一 方 
面 , 昌 证明 对 更 高 次 的 多 项 式 来 说 这 类 表达 式 的 不 存在 性 ,就 有 
必要 把 问题 子 以 严格 的 正式 化 . 同样 ,要 证 明和 多数 人 - EEST, 
的 协议 的 不 存在 性 ,大 们 必须 有 关于 协议 和 隐私 的 精确 定义 . 然 
后 发 展 出 处 理 这 些 概 念 所 必需 的 理论 ,而 有 关 的 论证 比 起 关于 
存在 性 的 论证 来 说 , 远 为 复杂 棘手 . 

作为 化 弗 结 果 的 一 个 特殊 情况 ,我 们 看 到 , 当 有 具有 两 个 人 的 
有 时候, 如 果 他 们 的 秘密 不 被 涝 圳 ,那么 对 已 们 的 有 关 情 况 , 例 如 
人 三 们 是否 具有 相同 的 秘密 数 , 本 质 上 上 和 什么 都 不 能 得 知 ， 另 一 方 
面 ,和 根据 存在 性 定理 ,我 们 知道 ,如 有 果 有 -位 第 三 者 Ps 加 入 进 
来 ,而 用 他 能 够 给 出 和 接收 消息 ,那么 P, 和 P, 就 可 以 用 一 个 1 
= 和 保 牙 私 的 协议 得 知 他 们 是 否 具有 相 癌 的 秘密 数 ,而 P, 则 不 
知道 是 相同 还 是 不 同 . 

除了 这 时 提 和 到 的 以 外 ,这 个 理论 还 有 天 其 的 内 容 . 例如 ,如 
果 大 们 不 要 求 兆 条件 的 安全 性 ,而 只 是 要 求 在 本 间 第 一 段 文字 
中 所 描述 的 意义 上 的 “不 可 破 泽 性 ”, 那 么 已 经 证 明 酝 何 函 数 都 
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可 以 用 n 一 保 隐 秘 的 洲 议 计算 ,包括 上 只 有 两 个 人 的 情况 . 例如 ， 
在 姚 期 千 (A.C. Yao)l5- 提 出 的 所 请 “ 百 方 富 俏 问题 "中 中 ,P| 和 
P, 就 可 以 得 知 他 们 两 人 中 淮 的 薪金 更 高 ,但 是 对 其 他 情况 则 一 
无 所 知 ， 

作为 总 结 ,让 我 们 画 到 七 年 级 的 水 平 , 来 描述 一 个 计算 最 次 
薪金 的 1- 保 隐 私 的 协议 . 为 此 我 们 引进 一 位 外 来 者 Po, 他 选 
FE f MOF SB SY xo 接 下 来 的 规则 是 :如 果 P, 的 薪金 是 s( 上 上 
FF) ,那么 他 就 什 意 取 某 个 正 数 x, 为 秘密 数 ; 如 采 不 是 ,他 的 秘 
窗 数 般 是 0. 现在 执行 关于 和 的 协议 ， 如 此 和 不 是 mm 那么 Po 
宣布 就 是 最 高 薪金 . 如 果 和 是 和 ,就 用 -1 代替 ,重新 执行 
协议 . 如 此 进行 下 去 ,直到 基 高 薪金 被 六 出 . 请 注意 引进 P, 是 
必要 的 ,因为 如 果 设 有 他 , 共 他 人 进行 到 基 一 步 如 果 得 出 的 和 为 
x; M Pi 就 知道 自己 是 唯一 拿 这 份 展 高 菏 企 的 和信， 同样 ,这 个 
带 有 Po 的 协议 仪 公 是 1 - 你 隐私 的 ,因为 如 果 p, 与 一 个 拿 最 
岛 薪金 的 人 申通 一 气 ,那么 他 们 两 人 就 会 知道 是 否 还 有 其 他 人 
也 拿 这 最 高 薪金 ， 

我 要 对 美国 电话 电报 公司 (AT&T) 的 比 弗 表示 感谢 ,我 在 这 
里 引用 的 材料 有 许多 是 他 提供 的 ;我 还 要 对 加 利 福 尼 亚太 学 伯 
克利 校区 的 赫 希 (Michael Hirsch) RRD, 是 他 使 我 对 这 个 有 
趣 的 主题 引起 了 注意 . 看 来 天 上 人 间 的 数学 门类 比 你 那 布尔 巴 
基 守 的 皇 皇 后 区 所 梦想 的 还 轰 多 . 


器 帮 窗 菇 站 题 足 说 :有 两 个 条 万 窗 菇 ,要 比 一 比 他 们 中 谁 遇 富有, 八 交 者 不 
语意 把 笑 己 的 财产 数量 本 露出 业 , 雪 求 设 计 --- 个 肉 议 ,能 够 得 出 正确 的 比较 结果 ， 
这 样 的 一 个 协 说 可 参见 & 计算 机 密 公 学 -一 计算 本 刚 络 中 的 数据 保密 与 安全 (第 
版 32 站 请 开 灌 编 著 , 请 华 大 举报 版 社 ,1998 年 版 ). 这 个 协 该 中 使 用 了 本 可 琶 译 的 公 
HAD. 内 此 可 体会 到 “无 条 件 的 安全 性 "与 * 刷 可 了 破译 性 "的 区 出; 如 暴 策 详 了 其 中 
的 会 钳 密码, 百 万 富 沪 的 财产 数量 项 可 得 径 . -一 ss 

T AR EL Ak: ( Bourbaki ) J: 加 世纪 区 年 代 开 始 在 法 国 形成 的 -个 数学 学 派 . 其 
m A ER SR IE EE S Prog E3E)(Elemert de Mathematiques H. SEII # MEAE 
CREIRE a (dH F 94 RERE. 上 上海 } ,1984 年 版 ), — PM: 
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关于 索 莫 斯 序列 的 最 新 报道 


在 第 1 章 中 ,我们 描述 了 由 -- 种 简单 的 递归 关系 定义 的 一 
些 序 州 , 这 种 滋 归 鞠 系 看 来 以 不 能 解释 的 理由 总 是 产生 整数 项 ， 
这 些 序列 最 初 是 由 索 莫 斯 引进 的 ,它们 可 以 如 下 找 述 ;给 定 一 个 
整数 4, 一 个 索 莫 斯 大 序列 由 递归 关系 

nin gk = Tn 十 Xan tr 
(1) 
所 刻画 ,其 中 > = [£721,x; 是 给 定 的 整数 . 

既然 在 (1) 中 a, 用 它 前 面 的 上 个 项 来 定义 ,那么 人 们 必须 
为 (hO Bjs tts Ak] 选 定 初始 值 . 

当 我 只 是 简单 地 说 " 索 莫 斯 k" 时 ,我 的 意思 是 指 一 个 x, É 
初始 的 cei 都 为 1 的 索 莫 斯 上 序列 ， 人 们 先 时 从 数值 上 观察 到 ,后 
来 多 证 明了 , 索 莫 斯 4,5,6,7 总 是 生 有 整数 项 ,而 索 莫 斯 8,9 并 
非 如 此 ,而 用 推测 其 余 的 索 莫 斯 大 也 并 非 如 此 . 但 这 仍然 留 下 
了 一 个 二 重 雹 穷 的 索 葛 斯 序列 族 ,它们 看 来 都 具有 整数 项 ,虽然 
这 一 点 还 来 得 到 证 明 , 
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为 索 葛 斯 现象 所 激发 ,斯 科 特 发 现 初始 值 为 1 旦 有 下 述 递 
归 关 系 的 序列 总 是 具有 整数 项 : 
Anak = a (2) 
以 及 ,对 天 为 奇数 ， 
m Q a = Go_1Gn yt Gn af 4 U + Galopa ea ta (3) 
HIRET ERRI PERE A 
Ank = G, JG, 2 + QG. 20.3 HU + anke änp (4) 
FHA. 
关于 (2),(3) 和 (4) 的 整数 性 的 证 明 现 在 已 由 鲁 演 进发 现 ， 
他 在 某 一 点 荆 得 到 了 和 希 交 森 的 帮助 . 这 些 证 明 十 分 初等 ,所 以 
我 们 将 介绍 关于 (2) 的 证 明 . 对 (3) 和 (4) 的 论证 过 程 与 此 相 
I. 它们 都 涉及 寻找 在 这 些 递归 关系 下 成 为 不 变量 的 有 理 永 
数 ， 对 于 {2) ,我 们 定义 一 个 新 序列 如 下 :对 a > k, 


ün + G. k 


Pa S paa Ga 5? 

我 们 宣称 ,5, 是 常数 AEM, ba = b. 要 证 明 这 -- 点 ,请 
注意 

anlan + ane) = Cant t antil) ankai: (6) 


REAA RE, (O AEF a7 + al toetab p 
用 men t anpa RRDA BIERE b, = bna 但 由 初始 条 件 ， 
FT br = 天 ,于 是 b, = 大 因此 由 (5)， 
Er = h'a, 1G._37 Ga kal) nk (7) 
PARES ib y < F a, 的 一 个 新 的 递归 关系 ,其 中 右 近 是 a, 的 一 个 
多 项 式 ( 而 不 是 一 个 有 理 歼 数 ). 于 是 ,整数 性 唾 手 订 得 , 间 样 可 
得 的 是 这 样 的 事实 :对 任何 m ,这 个 序列 以 模 m 取 剩 余 后 将 县 
有 局 期 性 . 
然而 ,虽然 有 些 问题 现 已 解决 ,但 重演 提 的 进一步 数值 探索 
揭示 了 索 莫 斯 序列 的 一 大 批 构造 性 质 ,它们 有 一 些 是 数论 性 质 ， 


另 一 些 则 是 解析 性 质 .让 于 这 些 结果 将 在 其 他 地 方 发 表 , 我 只 


提 上 其 中 少数 几 个 . 首先 ,对 任何 严 : 所 有 给 出 整数 的 索 英 斯 序列 ! 


以 模 m 取 剩 余 后 都 具有 周期 性 ,和 鳃 滨 逊 对 索 莫 斯 4 和 SS 证 帅 了 
这 一 点 ,但 对 索 莫 斯 6 和 7 则 还 没有 . 对 于 索 莫 斯 4 利 5, 它 们 的 
周期 作为 m 的 函数 是 不 可 预测 的 ,但 观察 到 的 下 述 甘 系 令 人 了 吃 
惊 : 对 于 除了 2 以 外 的 任何 m, 以 模 m 取 剩 余 后 的 周期 等 于 
m WER 到 剩 余 后 的 周期 . 对 于 2 来 说 , 则 成 立 着 一 个 
在 某 种 总 你 上 更 为 复杂 的 模式 . 鲁 演进 还 研究 了 哪些 素数 能 整 
除 序 列 中 的 不 同 项 ,他 发 现 对 索 英 斯 4 和 5 来 说 ,能 被 一 个 给 定 
素数 整 际 的 项 呈 等 距 分 布 ( 介 索 英 斯 6 种? 则 不 是 }， 例 如 ,在 索 
莫 斯 4 中 ,每 擅 4 项 旱 现 一 个 偶数 ,每 隔 6 项 出 现 一 个 能 被 11 整 
除 的 数 , 但 没有 一 项 能 被 5 各 除 ;而 在 索 英 斯 5 中 ,每 隔 9 项 出 现 
一 个 能 被 5 整除 的 数 ,但 没有 一 -项 能 被 ? 整除 . 

在 一 个 不 同 的 方向 上 , 便 滨 进 研 究 了 和 初始 值 均 为 任意 
的 序列 的 解析 性 质 , 他 发 现在 所 有 检测 过 的 情况 中 ,存在 着 ( 唯 
一 的 ) 36 3 C 和 也 ,使 得 

a, = CD gn). 

共 中 和 ni 是 一 个 振 葛 油 数 , 它 具 有 一 个 定义 良好 的 周期 . 常数 
C 和 D 依赖 十 初始 值 和 ,但 是 依赖 的 方式 显然 是 不 可 预测 的 . 
在 得 知 了 和 鲁 滨 进 的 数据 后 ,克利 福 德 ， 加 德 纳 (Clifford Cardner) 
成 功 地 发 现 了 索 莫 斯 4 和 5 的 用 雅 可 比 椭圆 函数 表达 的 精确 公 
式 . 头 此 在 革 种 意义 上 说 ,这 个 问题 正 要 夯 成 一 个 完美 的 圆 刚 . 
因为 当初 索 莫 斯 就 是 在 研究 椭圆 背 数 的 性 质 时 发 现 了 他 的 序列 
并 在 后 来 逐渐 得 知 这 里 描述 的 一 些 现象 的 . 

对 于 一 位 行 外 人 来 说 , 索 莫 斯 序列 的 解析 性 质 与 数论 性 质 
之 阁 似 乎 没有 什么 联系 ,但 或 许 代数 数论 家 拉 将 能 建立 -- 种 联 
系 ,他 们 习惯 二 做 这 样 的 事 . 无 沦 如 何 ,看 到 这 些 序 列 由 数值 探 
索 揭 示 出 越 来 越 多 的 性 质 ,是 一 件 邻 人 心 驰 神 往 的 事 . 
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一 个 真实 的 故事 


共和 前 有 -一 位 小 站 娘 ,名 时 克拉 拉 ,好 只 有 三 网 , 刚 学 会 数 数 . 
她 能 够 告诉 你 起 居室 里 有 几 张 椅子 ,前 门口 有 几 组 台阶. 一 大， 
她 区 区 决定 测验 她 一 下 .“ 你 皮 , "他 说 ,“ 我 为 你 涉 米 了 这 由 支 
KIR. "但 他 只 递 给 她 一 支 , 克拉 搁 接 过 冰 提 ,照例 数 了 起 来 ， 
“一 ,二 ,四 .” 于 是 她 显 出 有 点 迷惑 的 神色 , 问 道 ,“ 这 第 三 支社 
[24] 哪儿 昵 3 


精心 洗 牌 切 牌 ,结果 混沌 一 片 


想像 (如 采 你 能 想像 的 话 ) 一 剖 有 着 丫 数 无 穷 多 张 牌 的 纸 
牌 . 每 张 牌 都 用 一 个 不 局 的 目 然 数 标记 , 起初 ,这 些 牌 按 目 然 
RUTA A.. 导 钼 在 最 上 面 .正面 角 下 地 放 在 一 张 ! 有 有 限 的 ) 课 
FE. 


定 光 ”一 次 完全 的 & 一 洗 牌 iperfert n-shuffle) 2 #8 WZ ;X sl 
牌 的 上 而 n 张 牌 ,并 把 它们 一 张 隔 一 张 地 乒 到 紧 接 在 其 下 的 n 
张 牌 中 去 . 例如 ,如 果 人 们 对 这 副 牌 在 它 初始 顺 库 下 执行 一 次 5 
~ 洗 牌 ,结果 顺序 将 是 

6,1,7,2.8.3.9,.14.10,5,11.12,13,-:: 


现在 考虑 执行 一 系列 洗 牌 ,首先 是 一 次 上- 洗 牌 ,然后 一 次 
2- 洗 用 ,再 然后 一 次 3- 洗 牌 ,如 此 等 等 . 


猜想 在 这 一 系列 洗 牌 的 过 种 中 ,每 张 牌 都 将 无 穷 多 次 地 
来 到 这 副 牌 的 最 上 面 . 


这 个 猜想 是 对 昔 伊 的 一 个 猜 柜 稍 作 修改 而 得 来 的 ,这 一 点 
将 在 下 面 说 明 , 因此 从 现在 开始 ,我 就 把 这 个 猜想 称 作 盖 盆 猜 


FH 


aeri =. 


X EERE n Hi AUT : 


0 1,2,3.… 
| 2,1,3,4,5， 
2 3,2,4,1,5,6,. 
3 1,3,5,2.6,4,7,8.9，… 
4 6,1,4,3.7,5,8,2,9,10,--: 
5 5,6,.8.1,2,4,9,3,10,7,11,12,--- 
6 9,5,3,6,10,8,7,1,11,2,12,4, 13,14,“ 
7 1,9,11,5,2,3,12,6,4,10,13,8,14,7,15,16, 
8 4,1,10,9,13,11,8,5,14,2,7,3,15,12,16,6,17, 18, 


请 注意 到 这 一 步 ,从 1 号 牌 到 6 号 牌 都 已 经 成 功 地 到 过 这 
ERRELE. 号 牌 已 经 到 过 三 次 - 然而 ,7 号 牌 直到 第 78 次 
洗 牌 时 才 到 那 几 . 这 就 给 出 了 这 种 捉摸 椒 定 的 行为 的 第 一 个 征 
JK. 这 种 行为 马上 就 予以 描述 ， 

问 到 盖 伊 的 猜想 ,存在 什么 根据 可 以 相信 人 它 可 能 是 成 立 的 ? 
对 此 有 两 个 论据 ,第 一 个 是 “经 验 的 ” ,第 二 个 是 “概率 的 "(这 里 
用 了 引导 ,其 意思 是 ,从 严格 的 意义 上 说 ,我 们 将 要 讲述 的 论据 
全 是 胡说 八道 ). 我 们 先 考虑 概率 的 论据 ,这 是 鲁 滚 逊 提出 的 . 
年 先 请 注意 ,c 号 牌 在 第 [< 人 2] 次 洗 牌 前 总 是 加 在 它 的 老 位 置 
上 ,此 后 它 束 可 能 以 看 起 来 骚动 不 安 的 方式 上 审 下 跳 ; 但 在 第 5 
次 洗 牌 时 , 它 绝 不 可 能 到 达 一 个 比 从 最 上 面 数 下 来 第 2n 张 脾 
玩 远 的 地 方 , 因 此 在 第 n 次 洗 牌 时 ,e 的 位 壮 号 是 从 工 到 2n 34 
中 的 茶 个 数字 . 现在 假定 (这 是 就 是 衣 说 八道 于 始 所 人 的 地 方 ) 
e 的 位 置 号 是 随机 的 ,于 是 它 不 在 这 副 牌 最 上 血 的 概率 就 是 1 - 
1/(2r) ,而 且 ( 更 是 衣 流 八道 ) 假 定夺 接连 的 洗 牌 中 位 置 号 是 独 
站 的 ,于 是 我 们 知道 , 水运 到 不 了 这 着 牌 最 二 面 的 概率 就 是 


| 1 
UG- x): 
H JBE S ny E Br EFE. 
全 于 “经验 的 证 据 ”", 阿 德勤 (Jlan Adler) XJ 1 号 到 5000 号 的 
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所 有 牌 都 进行 了 控 测 ,并 列 出 了 每 张 牌 到 达 这 副 幅 最 上 抽 时 庭 
HERR SER PARE. 在 39 号 脾 之 前 ,人 情况 相对 来 说 比较 
FAR .39 号 有 牌 经 过 13 932 次 洗 牌 后 到 达 了 旺 上 而. 此 后 情况 又 
上 门 于 安定 ,虽然 43 号 牌 需 要 30 452 次 洗 牌 , 但 是 接 下 来 发 咎 了 了 
PK K sl S3 导 牌 只 要 洗 牌 如 次 ,而 54 号 牌 居然 野蛮 地 檬 冲 
直接 (54 号 牌 , 你 跑 到 哪里 去 了 ?) ,最 后 在 第 252 992 198 次 洗 牌 
时 才 把 它 制服 在 最 止 面 . 
所 有 这 些 数据 ,是 在 一 个 NeXT 工作 站 上 花 了 大 约 昌 个 小 
时 前 计算 机 叶 间 二 得 到 的 , 但 是 其 中 的 大 多 数 时 间 都 用 来 对 付 
UH RE” 4546,3720, 和 当今 的 世界 冠军 ,3464. ENOS 
2 263 846 432, [5 009 146 841821 879 255 397R E. 42, 
M BB yE Ru E E a h R, a RRIT S BL EE fE A MAE Z h. 
一 张 牌 岗 开 最 上 面 的 距离 越 长 , 它 继 续 处 于 这 种 状态 的 时 间 可 
能 也 越 长 ;也 就 是 说 ,在 第 一 百 万 次 洗 牌 时 “选中 "一 个 1 的 机 会 
大 一 百 万 分 之 一 . 
既然 完全 的 洗 牌 表现 得 如 此 铁 获 不 对 ,或 许 人 位 应 该 把 眼 
沦 放 和 在 较为 简单 的 事情 上 . 我 们 可 以 先 试 一 试用 切 牌 来 代 昔 洗 


H. 传统 的 切 牌 就 是 取 最 上 面 若 干 张 牌 ,比方 说 取 a 张 牌 ,然后 `26_ 


把 它们 放 到 这 副 牌 的 最 底下 . 然而 ,在 我 们 的 模型 中 ,这 最 底下 
TERET. 因此 ,让 我 们 变通 一 下 ,定义 一 次 n - 切 牌 (n-cut) 
丰 将 最 上 面 的 a 张 牌 同 紧 接 在 其 下 的 张 牌 对 换 一 下 . 例如 ， 
对 初始 顺序 的 … 次 5 - 切 牌 将 导数 
6.7.8,9,10,1,2,3,4,5,11,12,13,. 

如 果 现 在 我 们 从 -- 次 1- 切 牌 开始 ,接着 一 次 2- 切 牌 , 依 此 类 
推 地 顺序 执行 a -- 切 牌 ,那么 证 明 盖 伊 猜想 的 正确 人 性 将 是 一 件 
微不足道 的 事 . 这 是 因为 c 号 牌 在 第 [ez2] 次 切 牌 前 总 是 呆 在 
CHERA ESR- -次 切 牌 它 就 向 上 移动 一 步 , 直 至 来 到 最 
上 面 , 从 这 儿 它 又 跳 了 下 去 ,然后 再 一 步 一 步 地 四 到 最 上 面 . 因 
些 ,为 了 让 事情 有 趣 一 些 , 我 们 不 是 单纯 的 切 牌 ,而 是 每 次 切 牌 


EARLE JP. 于 中 问题 就 中 ,是 不 是 每 张 牌 最 终 都 
会 被 扔 挤 . 这 里 的 统计 行为 比 起 洗 和 用 的 情况 来 有 所 充 制 ,虽然 
偶尔 也 会 发 一 下 膛 气 ， 例 旭 ,752 号 牌 些 持 了 -- 干 轧 百 多 万 次 切 
baa a 然而 ,看 起 来 这 个 问题 还 是 可 以 驾 御 的 .一 - 
给 定 牌 的 甩 迹 和 一 个 清晰 的 模式 ,读者 在 少数 几 个 例子 荆 化 
“S rE awanap 一 张 脾 将 经 受 多 少 次 切腹 
布 不 被 扔 掉 的 问题 归于 一 个 数论 中 的 隔 题 -一 -但 这 个 问 
ea a e now N 
FB a AX EE [R| g Bu se r. 它们 都 始 于 金 丛林 (Clark 
Kimberling) f {PUT AEM ( Crux Mathematicorum) 第 7 卷 第 2 期 
(1991 年 2 月 ) 上 提出 的 … 个 问题 . REE F 1 EA: 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10… 
2 3 4 5 6 7 8 9 III --- 
4 2 5 6 7 8 9 011 12.… 
6 2 7 4 8 9 1011 12 13. 
& 7 95 2 10 6 11 12 13 14:… 
6 2 11 9 12 7 18 R 14 15 … 


Hp fi- ER EEE PF H LATAR. 从 对 角 
ARTE H FRAR IRH A ARCI R, R etoh 
数字 ,然后 回 到 右边 第 二 个 数字 ,然后 左边 第 二 个 数字 , 依 此 类 
推 ,直到 你 遇 上 这 行 的 第 … 个 数字 . 然后 跳 回 右边 , 计 余 下 的 数 
字 按 自然 数 顺 序 排列 . 一 旦 一 个 数字 出 现在 对 角 线 上 ,就 把 它 
HERR. 现在 金 伯 林 问 ,“({a) 2 最 终 会 被 排除 吗 ? (b) 是 不 是 每 个 
数 宁 景 终 都 会 被 排除 ?” 这 一 过程 很 容易 化 成 一 种 洗 牌 方式 ,我 
称 之 为 “ 金 伯 林 洗 牌 ”( 听 起 来 很 像 20 世纪 30 年 代 一 种 流行 舞 
BJ FR), 在 这 种 洗 牌 方式 中 , 当 第 n 次 洗 牌 时 , 先 把 第 n 张 


T aA" 原文 是 Kimberling Shuffle, B jk IL UB Jinerbug Shuffle, Ñ P£ ht 
“EPEE RERE. — PRETE 20 性 纪 30 ER REE LER 一 -译注 
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牌 扔 掉 , 然 后 把 前 (rn — 1) 张 牌 的 顺序 颠倒 ,再 一 张 喇 一 张 地 插 
到 紧 接 其 顾 的 Cn - DREPE., 

WR EAEG AX (a) HERA ET. 事实 上 ,到 第 25 
行 (第 25 KRR Hi, 2 就 被 排除 了 ,用 于 工 计 算 即 可 相当 容易 
地 子 以 征明. 盖 仇 还 猜想 人 (b) 也 有 肯定 的 回答 . 在 他 那 位 在 剑 
桥 研 究 计 算 机 科学 的 孙子 安 迪 * 盖 仇 (aAnqy Guy) 的 帮助 下 ,他 对 
1200 以 下 的 所 有 数学 验证 了 这 个 猜想 . 列 成 表格 的 计算 结果 表 
现 出 与 完全 的 n -~ 洗 牌 同样 的 狂 野 行为 . 在 一 次 私人 通信 中 ， 
兰 伊 号 道 ， 我 猜想 所 有 的 数字 终 将 被 排除 ,但 我 也 猜想 没有 人 
打算 去 证 明 这 一 点 ,” 因 此 他 实际 上 作 了 两 个 猜想 ,它们 具有 如 
下 有 趣 的 性 质 :如 果 其 中 一 个 被 肯定 , 则 另 一 个 就 得 不 到 肯定 . 


一 个 西班牙 语 的 自 描述 子 


在 第 2 前 中 了 萨 涪 斯 开 击 了 一 个 构 遗 自 摘 述 语句 的 妙 片 . E 
然 这 个 过 程 是 与 滞 言 无 关 的 ,所 以 这 里 有 一 个 此 班 牙 语 的 版 本 ， 
它 是 出 马 德 旦 工业 大 学 计算 机 科学 系 的 甘 马 ( Miguel A. Lerma? 
iR. 

ESTA FRASE CONTIENE EXACTAMENTE DOSCIENTAS TREJN- 
TA Y CINCO LETRAS: VEINTE A'S, UNA B, DIECISEIS CS TRECE 
D'S, TREINTA E'S, DOS FS, UNA G, UNA H, DIECINUEVE PS, UNA 
JUNA K, DOS L'S, DOS M'3, VEINTIDOS N'S, CATORCE O'S, UNA 
P, UNA Q, DIEZ R’S, TREINTA Y TRES 5S, DIECINUEVE T'S, DOCE 
L'S, CINCO Y'S,UNA W, DOS K'S, CUATRO Y'S, Y DOS Z'S, 

FE REAR LA -Ai EF. 


D AiR PLAE: AATE ES 235 AF20 个 A.I + B.16 + 
C13 T DWA EAEI TGI AHIA] + L148 K.2 E L.2 E M.22 48 N, 
TOIT TQU R33 TS T, FUSA Vv. TW, 8 X. 44 Y, 
以 及 2 个 与 第 2 童 中 的 那个 蓝 语 句子 - 样 , 它 无 法 译 成 共有 自 描 述 性 质 的 中 文 
aP. oii 
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对 一 些 评 论 的 一 个 再 评论 


在 爱 尔 特 希 (Paul Frdis) 众 多 值得 称道 的 成 就 中 ,有 一 -项 可 
能 是 他 在 合作 论文 的 数 日 方面 所 稳 稳 保持 养 的 史无前例 的 世界 
纪录 . 因此 .下面 这 件 事 会 引起 人 们 的 兴趣 :至 少 有 一 篇 论文 ， 
他 是 唯一 作者 ,但 在 某 种 意义 上 这 久 曾 经 是 一 篇 合作 论文 . F 
普 芋 斯 基 (rving Kaplansky) 刚 写 完 对 爱 尔 希 特 一 篇 (合作 ) 论 文 
的 评论 , 惑 过 上 了 这 位 作者 本 人 . 卡 莹 兰 斯 基 说 他 很 欣赏 论文 
的 结果 ,但 他 不 知道 主要 定理 的 证 明 ( 占 子 一 页 半 的 篇 幅 ) 是 不 
是 能 大 大 缩短 . 爱 尔 希 特 作 了 重新 考 碟 ,并 且 很 快 就 发 现 这 一- 
点 确实 能 做 到 , 下 面 摘自 《数学 评论 》( Math. Review, Vol. 7, 
1946, page 164) 的 内 容 提 供 了 这 件 事 的 全 过 程 . 

Anning, Norman H. , and Erdis, Paul. Integral distance. Bull. Amer. 
Math. Soc. 51 ,598—600(1945) . [ MF12821 ] 
作者 证 明了 ,对 任何 n, 在 平面 上 都 存在 着 趟 共 线 

的 点 Povo P. ,使 得 所 有 的 距离 PP 都 为 整数 ;但 是 

不 存在 具有 这 种 性 质 的 不 共 线 点 的 无 穿 集 , (ALT 

一 条 评论 .JT, 卡 普兰 斯 基 [ 人 伊利诺伊 州 ,芝加哥 ). 

Erdös, Paul. Integral distance. Bull. Amer. Math. Soc . 51 ,996(1945). 
| MF14475] 


这 篇 论文 全 文 如 下 ， 
“在 一 篇 具有 同样 标题 的 注 记 中 (参见 上 一 条 评 
论 ), 证 明了 平面 上 不 存在 一 个 不 共 线 点 的 无 穷 集 ,其 


中 点 与 点 衬 问 的 所 有 禄 互 距 离 都 为 整数 . 

“本 以 给 于 述 的 推广 以 一 个 更 简短 的 证 明 ;: 如 果 
A.B, C TE- £ B 82 E e Z do K, ML k = 
max C xd 有 ,4C) ,那么 最 多 存在 4f{ k+ 1 六 个 点 P.E 
# PA - PB P PB- PC 都 为 蓝 数 .这 是 因为 


— 42 


TESE HORA 


PA- PBI K $ AB. EKI URE E Sy 3 0.1, 

wk PAA RAER, P E k+l £ A i 2 tp 89 — -28! 

hw. a4 PP 也 在 由 BB 和 所 决定 的 上 +1 亲 习 曲 . 

P ip J — $ Ej. RA TERDA HEAT Alk 

+1) 个 点 ,对 更 高 维 的 情况 ,一 个 类 侯 的 定理 显然 成 

ETLE P E EAEE A E m). 

因此 这 里 是 一 个 军 见 的 例子 ,一 篇 文章 以 全 文 发 表 在 两 家 
不 同 的 厅 志 上 一 一 而 现在 这 样 又 使 它 发 表 在 三 家 杂志 上 { 或 许 


XË S 1HOR2O E). .29| 


[3i] 


从 欧 几 里 得 到 笛 卡 儿 
到 MATHEMATICA BRAK? 


i 的 话题 冉 一 次 是 数学 与 计算 机 的 相互 作用 . 
党 问题. 计算 机 也 能 提出 问题 ,而 现在 看 

它们 可 能 全 整个 几 地 消灭 这 门 学 科 的 一 些 分 支 . 这 就 好 比 

“4 Sit 9LR SUR ata 8 ANE SSE n] 职业 

象棋 就 可 能 泛 受 灭 硕 之 灾 一 样 .-- 个 潜在 的 牺牲 品 就 是 卉 个 资 
履 最 老 的 数学 分 支 一 一 欧 几 里 得 (Eucid) 儿 和 何 ,特别 是 指 可 以 在 
欧 儿 里 得 的 著作 由 中 找到 的 几何 . 

这 些 想法 是 出 金 伯 林 最 近 的 一 些 有 关 三 角形 各 种 中 心 的 大 
究 所 激发 的 . 中 心 的 例子 有 形 心 .内 切 圆 或 外 接 圆 的 圆心 .高 线 
的 葡 点 (重心 ), TE. 这 里 等 等 "中 包括 了 由 金 伯 林 所 描述 的 
关于 中 心 的 天 约 9] 个 不 同 概念 。 人 和 们 可 以 基本 上 随心 所 欲 地 
定 艾 中 心 , 靶 方法 很 容易 明白 . 那 就 是 ,如 果 a,b 和 ce 尾 一 个 二 
角形 的 边 长 ,而 f(x,y,z) 是 某 种 关于 和 z AKAI S, A 
应 的 中 心 就 是 这 样 一 个 点 : 它 到 a, b Me 的 路 离 与 f(a, b,c), 
/(b,c,a)#l fea, tb 对 应 残 比例 . 我 们 说 葬 数 给 出 了 这 个 


D 这 电邮 然 性 专 指 波 儿 里 得 为 向 和 典 儿 何 学 作 子音 森 性 贡献 的 木 后 著作 -…--- 
LL 全 原 本 [Blemenmt ) ,—— h 
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点 的 三 钱 坐 标 (inlinear coordinates) 呈 当然 ,能 引起 人 们 兴趣 前 
是 那些 对 应 于 日 然 的 几何 攀 造 的 中 心 .在 金 伯 林 的 清单 中 ,大 约 
有 一半 的 中 心 守 在 文献 中 出 现 过 ,其 余 则 是 他 的 发 现 (发 明 ). 
实验 揭示 了 一 件 令 人 人 尺 奇 的 事 : 丰 这 91 个 中 心中 ,存在 着 极其 
多 的 其 线性 . 确实 ,所 厂 这 91 个 点 ,只 虹 103 条 不 同 的 直线 即 可 
履 次 (好 采 任 何 二 点 部 不 共 线 ,就 需要 4 005 RAR). 

共 线 性 的 经 典 例 季 是 欧 拉 (Eulem 线 , 它 经 过 形 心 .外 心 和 垂 

C, MHE bi TAEDA GOH aZ ah. 这 个 结果 作为 
练习 出 现在 许多 初等 解析 玫 何 的 书 小 .大 们 还 知道 网 拉线 经 过 
JLA RAIE Ò. 如 果 你 想 不 起 蕊 点 圆 的 定义 ,好 吧 ,那么 我 也 忘 
rZ. 但 不 管 怎 样 , 它 的 轿 心 位 于 从 外 心 到 迁 心 的 中 点 , 金 伯 林 
发 现 还 有 有 六 个 中 心 也 在 欧 拉线 上 ， 应 该 强调 ,这 些 共 线性 部 屁 
这 样 发 更 的 :用 -一 全 计算 机 对 a, b Ae 到 少数 几 个 数位 ,并 注 
意 到 这 些 不 同和 的 中 心 在 准确 到 小 数 点 后 大 约 第 ip 位 的 条 件 下 
排 成 一 让 线 ， 当然 ,除了 … 小 部 分 之 外 ,所 有 这 些 共 线性 都 是 人 
们 前 所 未 阐 的 , 连 克 都 不 知道 ,人 人 们 可 以 把 它们 看 成 几 百 个 正 
在 寻找 证 阴 的 新 定理 . 

举 一 个 例子 ， 费 马 点 是 一 个 锐角 三 角形 中 与 三 个 顶点 的 距 
离 之 和 为 最 小 的 那个 点 . 拿破仑 {Napoleon) 点 (据说 是 这 位 皇帝 
亲自 发 现 的 , 那 时 他 还 没有 把 兴趣 从 几何 转向 征服 世界 ) 可 这 样 
得 到 :在 -- 个 三 角 撒 的 每 条 边 上 分 别 而 外 作 一 个 等 边 三 角形 ,再 
将 它们 的 中 心 分 别 与 原来 三 角形 中 与 它们 相对 的 顶点 连 起 来 ， 

串 粗 路 地 说 .一 个 点 的 := 线 坐 标 就 是 它 与 三 条 纵 定 直线 的 有 向 距离 , 记 为 ; 吉 ， 
Edah ERE, TULP) ZAR ERE alah, e) afi bea) a eah) JEP a 
即 比 全 常数 . 出 于 度量 关系 往 御 不 是 本 质 的 , 折 以 | 生 ， 外 ,区 | 185  @,, Bs.) HT 3E 
RE- AT p ERARE. 还 有 ,二 个 点 的 三 线 盘 标 所 组 成 的 行列 区 如 果 
值 为 零 , 则 它们 共 线 , 事实 上 上 ,二线 坐 标 是 射影 坐标 的 “个 特例 , 一 一 译注 

D HAEC RAHA .三 条 高 线 的 重 足 和 三 条 高 线 上 以 其 点 到 和 亚 心 的 中 下 
JA. BB JLI. 可 参见 本 译 然 中 近代 欧 氏 几 柯 学 和 的 第 11 次 .一 译注 
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32) 


Waman saa. 
EREEREER) ,这 个 点 就 是 拿破仑 点 . 

结 站 发 现 , 合 破 它 点 和 费 互 点 连 成 的 直线 不 知 乱 各 一 来 也 
经 过 了 外 心 . 这 是 一 个 大 们 与 能 预见 不 到 的 事实 . 不 过 , 堪 然 
这 个 现象 已 让 发 现 ， .个 证 明 也 就 三 于 可 得 当然 ,从 原则 上 
Dk. B A EJLORB.Descares) ÆR T ARILI pg - i Wb Lt 22 P: 
定 ,但 在 实 球 上 ,要 得 庆 并 和解 出 所 涉 上 太 的 多 项 式 方程 ,可 能 十 分 
WE, MERA A HEA". TEI Narhematicn 这 样 的 符 寻 运 
算 程 序 在 此 登场 ， 有 inijpernptieu WIEP KARE" 给 它 输 入 这 二 
个 点 的 三 线 坐 标 , 在 这 种 情况 下 它们 是 

HHA lese( d +z/3).cse( B + m23) esel C + ri3)|, 

RECA: icsel Ateo csr B + 76) ee C +m/61, 

shi: ieod, cos cos C) P. 


Hop A,B,C 是 三 角形 的 和 骨 ， 用 sindsingsin ARRI e4 , L 
BRIEF. Madhematica 将 这 个 行列 式 展开 成 -- 个 正弦 和 余弦 的 多 
IA aN 个 多 项 式 结 果 为 零 ， 证 毕 . 
还 有 一 个 奇特 之 处 ; 存 侍 着 一 个 第 二 拿破仑 点 ,作法 局. 上 ， 
只 是 这 次 等 边 王 角形 作 在 原来 那个 二 角形 的 内 部 而 不 是 外 部 . 
在 这 种 情况 下 ,这 个 第 二 拿破仑 点 各 费 马 点 的 连 线 经 过 的 是 九 
点 圆 圆心 而 不 是 外 心 . 怎样 用 综合 法 对 此 作出 证 明 , 我 不 知道 
一 一 但 Marhematira HE H RATE F. 
这 种 状 襄 确实 十 分 奇怪 . 什么 事情 都 用 计算 机 来 党 成 . Pe 
FPF & 进 行 了 一 次 探险 航行 .发 现 了 一 大 批 定理 ,然后 程序 惠 接 
过 手 来 并 提供 出 证 阴 ,而 妆 这 一 切 在 进行 的 时 候 , 研 究 者 只 要 舒 
服 地 坐 在 邢 儿 看 着 - 这 种 事 庶 该 让 机 器 大米 做 , 这 就 优 得 人 们 
要 做 一 下 反思 :我 们 在 研究 数学 时 力图 成 就 的 是 件 公 ?7 在 一 个 


D 关于 费 节 点 和 和合 酸 仑 点 的 三 线 坐 标 , 其 根据 可 参见 本 译 然 中 过 近代 欧 氏 几何 


学 3 的 第 2 章 . 至 于 外 心 的 线 坐 标 , 建 议 读者 自己 排 导 . -译注 
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人 们 工作 了 两 下 多 年 的 党 科 中 ,突然 有 儿 百 个 新 的 事实 被 揭示 ， 
ARR AE iL. 组 是 数学 ,或 广泛 地 说 ,科学 ,它们 所 关心 的 
远 不 是 编纂 一 份 天 于 事实 的 巨型 口 录 表 . 它们 希望 找到 - - 般 的 
原则 , 据 此 能 对 事 记 作 出 推断 ,而 机 器 人 在 这 方面 看 来 不 能 有 很 
天 级 帮助 . 它们 告诉 我 们 什么 臣 韦 的 ,但 不 能 告诉 我 们 为 什么 . 
它们 提供 友基 的 信息 ,但 几乎 得 有 悟性 ， 


对 三 角形 的 见仁见智 


如 果 你 既 求 入 们 曲 -… 个 三 角形 ,他 们 此 乎 总 是 会 柄 出 这 样 
的 一些 王 角形 ， 


~ A 


但 几乎 从 不 会 古 出 这 样 的 三 角形 : 
— 
pai N 
— `. 


HURRA AE m: ph fi — JE BJ ELF G E Du K: E Pi 
角 三 角形 的 可 能 和 性. 人们 是 怎样 随 入 地 选取 一 个 二 角形 的 呢 ? 
一 种 可 能 的 方式 是 随机 地 选取 三 个 正 数 作为 三 个 内 角 的 大 小 ， 
它们 只 要 满足 和 为 xz 这 个 条 件 . 如 果 这 就 是 选取 准则 ,那么 很 
容易 知道 ,四 分 之 三 的 一 角形 是 钝 角 三 角形 . 这 相当 于 考察 取 
中 的 一 个 单位 2- 单 形 局 ,这 个 单 形 中 坐标 都 小 于 1⁄2 的 点 所 组 
成 的 点 集 ,面积 为 这 个 单 形 的 四 分 之 -. 或 着 ,人 们 可 以 在 单 售 
区 间 中 随机 地 选择 边 长 ,并 日 问 ; 在 那些 对 应 于 三 角形 的 三 元 数 
组 中 ,对 应 于 锐角 三 般 形 的 占 多 大 比例 ? 这 里 的 分 析 比 较 复杂 ， 


E RI RE PAAT a+ vzel D I 所 决定 的 三 角形 .一 一 译注 
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但 答案 结果 是 r4.. 还 有 一 种 方式 , 即 随 机 地 在 一 个 单位 圆周 

上 选 二 个 点 , 这 里 答案 还 是 四 分 之 三 的 三 角形 为 钝 角 三 角形 . 

理由 是 :这 个 三 角形 成 为 锐角 三 角形 的 充 要 条 件 是 圆心 位 于 这 

一 个 点 的 凸 包 内 部 ,这 相当 于 把 点 看 成 向 莉 时 要 求 圆心 是 这 一 
-3. 个 点 的 线性 组 台 ,而 且 所 有 系数 同 号 . 这 种 情况 四 中 有 一 . 


三 角形 与 教学 


大 多 数 孩 子 在 很 小 的 时 候 就 熟悉 了 像 三 角形 .正方 形 和 圆 
这 样 的 几何 对 象 ， 怎样 利用 这 种 熟悉 性 ,而 不 是 用 花 去 他 们 如 
此 多 肝 间 的 算术 ,来 向 他 们 表明 些 真 下 的 数学 ?这 里 有 几 个 
建议 ,其 中 有 一 些 基 于 我 个 人 的 经 验 . 我 想起 我 第 一 次 过 到 一 
个 数学 证 明 时 的 情形 . 那 时 我 五 年 级 ,一 位 同学 教 我 关于 三 角 
形 内 角 和 和 的 结论 ,并 证 明 为 什么 它 是 对 的 . 他 没有 用 网 几时 得 
的 证 明 ( 第 1 卷 ,第 32 号 命题 了)， 你 会 记得 , 那 得 先知 道 平 行 线 
为 其 他 直线 所 截 时 的 情况 ,他 演示 了 由 下 面 一 列 图 所 示 的 “ 移 
PEA HEBA: 


(1) (2) ; 


D KAE, EAR. MUYA 2 - (me2). AERA US - 些 . 一 一 详 注 
名 指 4 几 何 原 本 》 的 卷 写 和 其 中 的 命题 编号 ,下 同 . 详 注 


小 棒 沿 三 角形 庶 边 放置 ,方向 朝 西 ,然后 连续 转动 , 先 时 以 
右 顶 点 为 中 心 ,接着 是 以 上 顶点 为 中 心 ,再 后 是 以 左 顶 点 为 中 
心 , 于 是 最 终 它 回 到 底 边 ,但 是 方向 朝 东 ,因此 ,用 四 年 级 的 话 
来 说 , 它 … 定 是 转 过 了 半 圈 . 我 被 迷 住 了 一 一 谁 又 能 不 被 迷 住 
呢 ? 我 大 真 地 想 道 , 这 是 我 数学 经 历 中 曾 达 到 的 一 个 高 峰 , 我 
的 下 一 个 高 峰 是 在 几 年 后 我 知道 了 第 条 号 命题 , 即 那 个 关于 斜 
边 平方 的 定理 中 的 时 候 . 当然 ,我 那 时 还 没有 想到 人 人 们 可 以 终生 
致力 于 寻找 和 证 明 这 样 的 事情 (当然 ,部 使 不 是 如 此 美妙 的 事 
情 》, 其 至 因 做 这 样 的 事 而 得 到 报 辆 (有 时 我 仍 发 现 这 一 点 非常 
ER). 但 是 这 个 故事 还 有 正文 , 几 年 前 我 又 思考 了 这 个 移 棒 
式 论证 ,因为 我 醇 心 于 试图 把 这 类 在 数学 中 进行 的 事情 传达 给 
外 界 , 包 插 孩子, 和 而 且 我 注意 到 ,和 如果 你 把 那 小 棒 围 着 三 角形 接 
者 再 转 上 一 次 ,显然 你 最 后 会 让 小 棒 的 方向 再 次 朝 凸 , 因此 当 
时 我 问 且 己 ,而 现在 我 问 你 ,小 棒 是 不 是 准确 地 位 于 它 初始 的 位 
PL? 它 是 不 是 有 可 能 发 生 了 由 三 角形 形状 而 定 的 向 左 或 向 右 的 
移动 ? 如 果 你 想 对 此 作 一 思考 ,你 最 好 停 下 来 不 要 读 下 去 ,因为 
我 马上 就 要 给 出 答案 . 

小 棒 是 位 于 它 初始 的 位 置 . 为 什么 ? 你 看 ,第 一 次 围 着 三 
角形 的 周游 使 小 棒 的 定向 发 生 了 反 转 ,而 ~… 个 反 转 定向 映射 总 
有 一 个 不 动 点 . 但 第 二 次 周游 与 第 一 次 完全 一 样 , 它 一 定 也 有 
同一 个 不 动 点 ,因此 不 会 有 移动 . 接 下 来 ,就 是 今天 当 我 开始 继 
续 写 这 篇 文章 的 时 候 , 我 对 自己 说 ,好 吧 ,在 这 根 最 后 回 到 初始 
位 置 的 运动 的 小 棒 上 ,有 这 人 么 一 个 不 动 点 ,那么 , 它 是 娜 一 点 呢 ? 
让 我 们 把 这 做 成 一 个 多 项 选择 题 . 这 个 不 动 点 是 (a) 底 边 的 中 
点 ;(b) 高 线 的 重 足 ,(e) 底 边 与 对 角 平 分 线 的 交点 ,(d) 除 以 上 一 
个 之 外 的 一 个 点 , 我 把 答案 留 给 你 去 想 ,但 附 上 下 述 注 记 :这 些 
文字 实在 是 急 就 章 ， 


T 即 多 县 定理 ,西方 陈 毕 达 哥 拉 斯 (Pythaguras) 定 理 . 一 一 译注 
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让 我 们 把 话题 回 到 接 子 们 ,这 个 称 棒 式 的 论证 显然 可 以 适 
用 于 其 他 多 边 撒 . 当然 ,现在 不 单单 是 问 这 根 小 棒 轩 着 这 和 多边 
形 周游 一 策 后 是 否 反 了 了 问 , 还 要 问 它 转 了 几 圈 . 这 个 问题 为 卷 
绕 数 这 个 非常 基本 的 概念 提供 了 一 个 绝妙 的 直观 引导 . 我 们 
对 三 角形 的 不 动 点 论证 扣 实 上 对 所 有 的 奇 多 边 形 都 有 有 效 , 但 对 
偶 多 边 形 -~- 般 无 效 . 

在 另 一 个 方向 上 ,一旦 你 有 了 第 32 号 命题 及 其 推论 , 即 三 
角形 的 外 角 等 于 它 两 个 不 相 千 的 内 角 之 和 ,你 就 可 以 引入 图 ,并 
证 明 一 些 结论 ,比方 说 ,圆周 前 基 圆 心 角 的 一 半 ( 这 还 要 用 到 等 
采 三 角形 底 角 相等 这 个 事实 { 欧 几 里 得 ,第 5 号 命题 ), 但 我 想 大 
多 数 孩 子 会 把 此 作为 一 个 显然 的 事实 六 以 接受 名 ). 如 果 你 忘 了 
这 证 明 的 进行 过 程 ,下 面 的 图 应 该 唤起 你 的 记忆 ， 


<J 


特殊 情况 ATAD 


D 拓扑 学 中 的 - AS. 直 现 上 说 , 它 是 指 圆 厨 上 的 一个 点 在 圆周 .上 作 了 运动 
后 加 到 赶 点 时 其 轨迹 对 这 个 地 的 缠绕 图 数 , — 译 广 

加 当然 ,我 们 太 人 证 道 , 即 使 是 * 显 而 易 砚 " 的 命题 ,也 需要 有 个 证 册 , 然 而 , 严 
边 这 个 焰 念 在 五 年 级 肯定 证 有 它 的 地 位 ,事实 上 ,在 任何 水 平 上 , 需 蓝 严 格 的 唯一 
理由 是 保证 我 们 不 犯错 误 . 严格 ,就 其 自身 而 这, 豪 砚 神圣 之 处 .导致 "新 数学 (20 
世纪 0 年 代 在 美国 兴起 的 一 场 教育 改革 运动 ,强调 以 现代 集合 沦 为 基础 ,在 严格 的 
多 辑 悼 系 下 展开 中 学 数学 教学 .一 一 译注 ) 失 败 的 美 键 , 正 是 存 十 没有 认识 到 这 个 各 


能 不 能 期 证 普通 的 10 光 孩 子 完成 这 … 切 ”或许 不 姨 , 但 我 
们 不 斌 一 下 是 不 知道 的 . 我 们 怎样 才能 知道 他 们 是 否 舱 的 哩 解 
TH? 一 个 方法 是 要 求 他 们 攒 自己 的 能 力 做 一 道 类 似 的 题目 ， 
Hja, A 4 Poa a Mi 的 关系 是 什么 ? 
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(很 本 没有 必要 用 习惯 上 的 希腊 字母 去 是 晓 孩 子 们 . 我 记得 我 
自己 第 一 次 遇 到 时 是 如 何 的 恤 您 . ) 这 里 , 作 一 系列 暗示 是 很 
有 用 的 . 首先 , 若 他 们 有 展 难 ,就 告诉 他 们 管 案 是 什么 ,并 要 求 
他 们 对 此 作出 证 明 ; 如 果 这 不 起 效 ,就 告诉 他 们 必须 再 添 一 条 
线 ; 再 不 行 , 就 告诉 他 们 添 哪 条 线 ,如 此 等 等 . 
对 那些 能 完成 这 道 题 的 孩子 ,下 一 个 挑战 可 以 是 这 样 的 : 


等 等 . 
现 在 ,美国 学 瘟 的 “数学 育 "( 一 个 可 怕 的 表述 !1) 正 引起 人 们 


的 兴 注 ,或 许 ,适量 的 三 角形 是 一 帖 良 方 ,在 培养 比较 “有 数学 能 
访 的 "学 生 的 事业 中 , 它 会 有 所 益 助 . 事实 上 ,这 个 设想 的 一 个 
.36. 最 美妙 的 特点 是 , 它 与 数 完全 没有 关系 . 


再 说 协议 :通过 电话 玩 游戏 


下 面 几 乎 所 有 的 内 容 由 EL H A ( Imre Barany) 提 供 , 在 此 谨 


1. Ep 

莫斯科 的 一 位 数学 家 与 纽约 的 一 位 数学 家 正 在 就 他 们 写 的 
一 篇 合作 论文 进行 远程 通话 ， 他 们 被 邀请 让 巴黎 的 一 个 会 议 上 
宜 读 这 篇 论文 . 他 们 两 人 都 想 去 ,但 是 只 有 一 个 人 可 以 去 ， 内 此 
他 们 决定 把 这 件 事 付 语 运 气 ， 这 是 唯一 公平 的 做 法 .“ 好 吧 ," 俄 
国人 说 ,“ 我 挪 了 一 梳 醒 币 ;你 涪 正 面 朝 上 还 是 反面 朝 上 2?" 等 
F ,美国 人 说 ,这 不 公平 -“ 怎 么 啦 ?" 俄 国人 说 ， “你 不 相信 我 ? 
那么 好 肥 ,我 给 你 一 个 数 ， 3235765057108466121397469644230097 
884888530062931908450094 100370625655448971039595527235426] 
069795539, 它 的 最 大 素 因 数 模 4 同 余 于 1 还 是 - 1, 如 果 你 告诉 我 
正确 答案 ,你 就 可 以 去 宣读 论文 . 美国 人 作出 猜测 后 ,俄国 人 揭 
戏 了 这 个 数 的 素 因数 分 解 , 它 是 56123699566021020558766279]6 
6381074847903158831451 x 576541653905419988012369000315883[ 
4500658098016489, FÆR ATH 检验 这 个 乘 式 的 正确 性 以 及 
内 数 的 素性 . 

国 此 :这 是 一 个 可 用 来 代替 挪 硬币 的 防 散 锭 的 绝 好 方法 除 
下 有 人 发 现 了 因数 分 解 的 快速 算法 (如 果真 有 这 种 算法 的 话 ) . 
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K t s 


2. 剪刀 .石头 . 布 一 一 以 及 一 般 的 商人 对 策 

上 述 技 巧 是 以 很 容易 地 推广 到 任何 个 售 随 机 步 双 的 岗 人 对 
策 . 例如 BERTIE] .石头 、. 布 ,我 就 传 给 你 一 个 大 数 ， 
它 的 最 大 素 因 数 模 5 或 同 余 于 1, 或 同 余 于 2, 或 同 余 于 3, 其 依 
据 是 我 想 出 的 是 剪刀 ,还 是 石头 ,抑或 布 , 然后 你 直接 宣布 你 的 
选择 ,不必 进 行 编 码 . 接 下 米 我 就 把 传送 过 来 的 那个 数 的 素 因 
数 分 解 揭晓 . 这 显然 对 有 n 个 策略 的 对 策 同 样 有 效 , 方 法 是 把 
这 些 策略 用 n 个 数 分 别 编码 ,这 a 个 数 的 最 大 素 因 数 以 -个 适 
当 的 懂 分 别 同 余 于 1,2,…,n. FAKA (P.G. L. Dirich- 
let) ,我 们 知道 总 能 找到 所 需要 的 素数 . 


3. 三 人 或 更 多 人 的 对 策 

有 趣 的 是 , 洁 有 项 个 以 土 的 户 中 人 时 ,有 关 的 协议 变 得 极为 
简单 ,而 且 更 加 安全 . 在 一 个 n 人 对 策 中 ,每 位 局 中 人 都 有 -一 个 
给 定 的 有 上限 的 策略 集合 ,对 策 中 的 .一 局 是 指 这 些 局 中 人 的 每 一 
位 同时 从 自己 的 策略 集合 中 挑选 出 -个 元 素 . 但 瑞 是 这 个 局 时 
性 的 特征 ,给 入 们 要 远程 地 进行 这 个 对 策 造 成 了 问题 , 解决 这 
个 问题 的 关键 在 于 策略 "分 享 " 的 机 制 . 具体 地 说 ,如 果 局 中 人 i 
有 产 个 可 以 选择 的 策略 ,那么 抒 它 们 分 别 用 数码 0,1,…,m--1 
编号 ,并 且 把 这 种 编号 上 滨 诉 给 所 有 的 局 中 人 . 如 果 现 在 这 位 局 
中 大 决定 采用 策略 上 ,那么 他 就 要 选择 (m - 1) 个 数 , 并 且 梧 这 
ERA m 同 余 于 ,再 把 它们 每 人 一 个 地 传送 给 其 他 的 局 
HA. 当 每 个 人 都 如 此 做 了 以 后 ,各 人 采用 的 策略 就 被 揭晓 了 . 
显然 ,如 果 有 谁 要 想 在 他 所 选 的 是 哪 一 个 策略 上 页 花 招 ,他 就 会 
被 其 他 人 识破 . 并 不 像 丙 人 对 策 的 情况 ,这 个 协议 是 “无 条 件 ” 
安全 的 . 这 意思 是 说 , 它 不 需要 假定 某 些 计算 在 计算 机 上 是 不 


D 这 里 指 解 杭 数 论 中 著名 的 独 利 克 雷 定 竺 : 设 Q, b RIER B) IF 3368 zr 
FRAN ax + b 中 有 无 穷 多 个 素数 .一 一 译注 


4. 桥牌 

ERZA , 桥 隆 以太 所 有 的 纸牌 游戏 ,都 不 属于 例 3 所 描述 的 傅 
更 ,内 为 它们 不 但 涉及 局 中 人 的 策略 选择 ,还 涉及 大 上 月 然 的 随机 
和 运作 BRE. 然而 ,这 里 仍 有 着 十 分 美 隶 的 随机 化 协议 .下面 
分 绍 的 这 个 适用 于 桥牌 的 协议 是 由 格 昌 万 尔 耶 夫 (Dmitmij Grigo- 
myey) 纵 出 的 . 东家 ,点 家 和 南 家 共同 商定 了 对 一 天 牌 的 一 种 编 
码 方案 ,例如 用 1 到 52 进行 的 编 妈 . 北 家 并 不 若 遂 这 个 编码 方 
案 , 他 给 共 他 三 家 分 别 随 机 地 分 派 了 13 个 数字 ,于 是 其 他 一 家 
就 分 别 知 道 了 自己 手中 的 脾 是 什么 . 那些 未 被 分 派 的 数 宁 就 是 
JERK PPAR, 当然 .他 还 不 知道 这 些 数字 代表 什么 牌 , 没有 关 
系 . EART ERARA A, fE T LAE AEn ,比方 说 
落下 来 是 正面 朝 上 ,他 就 把 这 个 结果 告诉 西 家 . AEN 
没有 这 张 ,就 告诉 南 家 是 正面 朝 上 上; 西 家 如 果 有 这 上 线 A, pt 
诉 南 家 是 反面 朝 上 上 .一般 地 说 ,局 中 大 根据 他 们 手中 足 否 有 这 


张 A, 或 者 传递 这 个 消息 ,或 者 传递 这 个 消息 的 “ 反 果 ”这样 ，- 双 - 


当 且 仅 当 东家 告 讲 北 家 是 正面 朝 工 时 , 北 家 就 拥有 这 张 A， 然 
后 他 六 黑 桃 2 敌 同 样 的 事 . 对 整 副 政 都 用 这 种 方式 进行 了 探测 
之 后 , 北 衣 就 得 到 了 他 需要 的 信息 ,而 有 什么 都 没有 泄 雷 给 其 他 
局 中 人 . 

注意 到 以 下 这 一 -点 是 很 有 趣 的 :附加 -… 个 斤 外 的 条 件 , 仍 然 
可 以 执行 土 述 过 程 ,这 个 条 件 就 是 局 中 人 不 允许 与 他 们 的 同伴 
直接 通话 . 这 样 的 要 求 造成 了 个 问题 ,因为 北 衣 必 须 给 南 家 
发 一 手 脾 . 这 个 问题 可 以 如 下 解决 : 南 家 对 这 副 牌 创设 -一 次 新 
的 编码 方案 , 例如 ,1 是 一 折 ,2 是 一 曲 , 等 等 . 把 这 套 新 的 编码 
方案 以 东家 作为 传递 首 传 给 北 家 . 然后 , 北 家 就 把 这 套 “ 一 折 ， 
一 项 ,…-…… 中 的 BB3 个 以 西 家 和 作为 传递 者 发 给 南 家 . 于 是 ,除了 
南 家 ,其 他 人 仍 设 得 到 什么 新 的 信息 . 

这 个 例 于 提出 了 一 个 问题 ,就 是 怎样 的 道 信 网 络 可 以 用 来 
进行 这 种 发 牌 操作 . 问答 是 一 个 充分 而 且 必 要 的 条 件 是 ,这 个 


B i h DUREA AY (doubly connected) ; 也 就 是 说 ,对 每 一 对 局 中 
人 和 人, 至少 有 两 条 不 相交 的 通信 线路 . 人 们 已 看 到 这 个 性 质 在 上 
述 例子 中 是 如 何 被 应 用 的 , 共 中 从 北 家 到 南 家 必须 用 提 蝴 条 不 
同 的 线路 . 这 个 条 件 的 必要 性 意味 着 ,如 果 这 个 图 有 这 和 样 一 个 
顶点 ?, 删 去 这 个 顶点 就 把 这 个 图 分 为 两 个 部 分 ,那么 就 不 可 能 
进行 秘密 发 牌 . 我 们 将 在 后 而 回 到 这 一 点 . 

5. 扑克 

注意 这 个 桥牌 的 发 牌 协议 依赖 于 这 样 一 个 关键 性 的 事实 : 
整 副 牌 都 要 发 完 。 对 于 像 扑 区 堵 样 的 一 些 游戏 ,这 个 事实 当然 
不 再 成 立 ,因此 必须 设计 一 个 不 同 的 协议 . 这 里 是 巴 拉 尼 对 妃 
拉 尼 - 富 雷 迪 (Furedi) 方 法 就 三 个 局 中 人 情 训 的 描述 . 这 三 个 
人 一 个 是 美国 人 ,一 个 是 俄国 人 ,一 个 是 铭 牙 和 人 . 美国 人 有 一 
张 俄 名 词汇 对 照 表 (其 中 给 出 了 每 张 牌 的 名 称 ) ,俄国 人 有 一 张 
美 甸 河 汇 对 照 表 ,而 匈牙利 人 会 上 所 有 这 三 种 语言 . 现在 美国 人 
发 给 俄国 人 5 张 牌 ,方法 是 把 这 些 牌 的 俄语 名 称 和 和 匈 半 利 语 名 
称 传送 给 他 ,当然 ,这 些 名 称 对 美国 人 来 说 是 不 知 所 云 的 . RE 
人 认识 自己 拿 到 的 5 张 牌 ,并 且 知 道 了 它们 的 如 牙 利 语 和 名称 . 
于 是 他 在 他 的 美 匈 词汇 对 照 表 中 设法 找 出 表示 这 5 王牌 名 称 的 
间 ,然后 把 其 余 牌 中 的 5 张 牌 发 回 给 美国 人 . 最 后 ,他 们 两 人 中 
的 任 一 个 都 可 以 给 匈牙利 人 发 牌 . 当然 ,这 仅 对 一 次 发 牌 有 效 ， 
国 为 在 这 次 发 牌 的 过 程 中 ,美国 人 和 俄国 人 掌握 了 一 些 匈牙利 
WRC. 因此 ,在 每 次 发 牌 的 时 候 , 和 匈牙利 人 必须 制造 两 张 新 的 词 
CHRR. 


在 第 4 章 中 ,我们 看 到 的 不 是 怎样 用 协议 来 玩 游戏 ,而 是 怎 
样 用 访 议 来 不 泄露 秘密 地 得 到 信息 ., 一 个 典型 的 例子 是 一 些 带 


(qD 这 里 关 二 图 论 的 一 些 楚 本 概念 ,可 参 名 本 译 具 中 4 数学 :新 的 葛 合 时 代 $ 的 第 
7 章 或 其 他 任何 一 本 图 论 教材 .一 一 译注 


有 秘密 数 一 一 例如 薪金 或 者 年 龄 一 一 的 人 的 情况 ,他 们 只 是 对 
得 知 这 些 数 的 和 感 兴趣 . 就 像 在 上 面 例 3 中 那样 ,解决 这 个 问 
题 的 关键 在 于 分 全. 每 -- 位 局 中 人 都 选择 fn - 1) 个 数 , 这 些 数 
的 和 分 别 是 他 们 的 薪金 ,并 且 把 这 些 数 分 传 给 其 他 人 . 然后 每 
个 人 都 把 他 所 收 到 的 数 的 和 公布 出 来 ,于 是 这 些 和 的 和 当然 就 
是 原来 那些 秘密 数 的 和 ., 这 个 简单 的 过 程 还 具有 一 个 更 重要 的 
特征 , 即 它 是 *n - 保 隐 秘 的 ” 这 意思 是 说 ,即使 这 些 人 的 一 个 
真子 集合 起 伙 米 共 学 他 和 们 的 信息 ,他 们 仍 不 能 发 现 关 于 其 他 人 
秘密 数 的 任何 情况 (除了 那些 他 们 知道 了 和 以 后 总 可 以 得 知 的 
信息 ). 然而 ,这 个 和 和 函数 是 很 特殊 的 ,因为 在 一 种 恰当 的 意义 
下 , 它 是 唯一 可 以 mn 一 保 隐私 地 计算 的 也 数 ,因此 ,举例 来 说 ， 
如 果 你 想 知 道 这 些 薪金 的 最 高 额 而 不 是 它们 的 总 和 ,那么 你 最 
多 只 能 做 到 "少数 人 保障 秘 ”. 这 意思 是 说 ,只 存在 这 样 的 一 种 
协议 , 它 使 得 这 些 参 预 者 的 任何 -- 个 人 数 少 于 一 半 的 子 集 都 不 
能 通过 他 们 之 问 的 信息 共享 而 得 知 关于 其 补 集 的 任何 情况 . 确 
实 ,有 一 个 可 以 被 称 为 协议 基本 定理 的 结论 , 它 粗 略 好 断言 , 任 
何 函 数 都 可 以 少数 人 保 隐秘 地 计算 ,但 是 只 有 极 少 数 函 数 , 像 和 
咀 数 那样 ,可 以 na - 保 隐私 地 计算 . 因此 ,对 于 丸 客 数 丽 数 来 
W ,如 果 某 个 人 数 达 到 参 预 者 一 半 或 者 超过 一 半 的 集团 对 获取 
额外 的 信息 感 兴趣 ,那么 和 汕 有 一 个 协议 可 以 保证 隐私 不 被 沪 赴 ， 
我 们 将 就 下 述 无 异议 问题 这 种 特殊 情况 来 说 明 这 个 不 可 能 性 结 
R. 要 并 私下 向 这 个 由 巴 拉 尼 给 出 的 证 明 , 需 要 有 某 种 较 高 程 
度 的 专注 力 , 但 是 我 想 那 些 愿意 在 智力 上 进行 这 一 努力 的 读者 
将 发 现 这 是 值得 的 . 

有 一 项 提交 给 委员 会 C 讨论 的 动议 ,当日 仅 当 任 何 委 员 都 
不 授 反 对 票 时 获得 通过 . 这 个 委员 会 只 想 知 道 这 项 动议 是 否 通 
过 ,不 想 知 道 其 他 任何 信息 . 我 们 断言 ,不 管用 什么 协 说 ,如 果 
这 些 投票 帮 的 集合 被 划分 为 两 个 集团 4 和 8B, 那 么 这 两 个 集团 
中 必 有 一 个 集团 ,其 成 员 将 获得 额外 的 信息 . 这 表明 ,举例 来 
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说 ,如 果 有 ?3 位 投票 者 , 屠 么 就 根本 不 可 能 有 4 - PS SA BUEN 
议 . 其 证 明 恕 下. 尘 虑 这样 一 种 情况 :动议 被 否决 了 ,在 A4 和 8 
PAAA E T OTE, WEBERA A EREE e hg 
信息 .现在 设想 有 一 个 局 外 人 人 ,他 知道 这 个 协议 ,也 知道 动议 被 
省 决 这 一 事实 ,他 还 得 到 了 所 有 在 4 的 成 员 和 8 的 成 员 之 间 传 
JE BUL B Muh — Tud k. 缆 么 必定 是 这 样 的 情况 :这 个 局 外 人 
不 可 能 根据 这 些 信 息 来 排除 A 的 所 有 成 商都 同意 这 个 动议 的 
可 能 性 . 理由 是 ,如 果 他 能 做 到 这 一 点 ,那么 吕 的 成 员 也 能 做 
到 ,因为 他 们 也 有 条 件 获 得 同样 的 信息 . 这 样 他 们 就 能 得 出 A 
中 至 少 有 -- 名 成 员 投 了 反对 票 的 结论 ,而 这 是 不 允许 他 们 得 知 
的 . 这 意味 着 ,存在 一 系列 在 4 的 成 员 之 间 传 递 的 消息 Mu, E 
们 相当 于 ~- 个 当 4 的 所 有 成 员 都 同意 这 个 动议 时 按 协议 在 4 
的 成 员 间 上 所 传递 的 消息 的 集合 . 对 称 地 ,也 存在 一 个 消息 集合 
Mer CI 朋 g 一 起 ,相当 于 一 个 当 B 的 所 有 成 员 者 同意 这 个 动 
议 时 按 协议 发 出 和 收 到 的 消息 的 集合 . 但 是 Mas 与 Ms 和 Mm 
都 相 容 ,因为 消息 集合 本 不 能 影响 到 消息 集合 ss 的 合理 性 . 
这 样 就 广 生 了 一 个 矛盾 ,因为 这 表明 , 当 所 有 的 成 员 都 同意 这 个 


动议 时 ,会 出 现 一 个 消息 集合 ,然而 它 却 导致 这 个 动议 被 否决 的 
结论 


工 这 里 仅 作 如 下 涂 释 :(1) 任 何 协议 痢 是 通过 敌 预 者 之 间 合 法 的 消息 传递 算出 
最 后 结果 的 ,每 位 参 预 者 传 出 的 消息 都 列 舍 着 关于 他 那个 秘密 数 和 地 所 收 到 的 消息 
的 信息 ,得 他 们 都 不 可 能 根据 所 收 到 的 消息 推出 其 他 参 预 者 的 秘密 数 . {2) 协 说 执 
行 到 最 后 ,或 由 全 体 参 预 者 根据 若 个 个 公布 于 从 的 消 塌 共同 算出 最 后 结果 (请 泰 见 
第 4 章 中 那个 让 算 秘 密 数 之 和 的 协议 ) ,或 出 其 中 -位 或 几 位 参 预 性 根据 他 们 所 得 
到 的 消息 算出 最 后 结果 并 公布 于 众 ( 请 参见 第 4 EEJF3 h Ef ri B h 2), H 
总 这 会 布 于 傣 的 最 符 结 果 也 是 -个 在 参 预 者 之 癌 传 送 的 消息 .13) 不 管 在 样 , 在 Me 
中 ,将 包 售 着 导 臻 最 后 结果 的 若干 个 公布 于 仿 的 消息 ,或 者 最 后 结果 这 个 消息 本 身 . 
因此 ,及 要 Ma TE. iM Mafi M. E M.S ,那么 它们 一 起 组 成 的 消息 集合 总 导致 
协议 的 最 后 结果 ，(4) Was 与 Hu 可 能 有 关联 ,与 Was 也 可 能 有 关联 ,但 Ma 5 Mis 
有 关联 . 一 一 译注 


把 上 述 推理 过 称 坚 持 阅 读 完 的 读者 应 该 注意 到 ,我 们 没有 
在 任何 地 方 定义 过 一 个 协议 甚至 一 个 消息 的 意思 是 什么 ,而 且 
我 们 只 用 到 这 样 的 一 个 性 质 :消息 的 集合 ,不 管 人 们 认为 它 的 意 
轧 可 能 是 什么 ,总 能 准确 地 给 出 所 期 望 的 信息 ,而 不 泄露 其 他 任 
何 东 西 . 

最 后 , 主 我 们 回想 一 下 ,在 秘密 地 分 发 一 融 牌 的 问题 中 ,我 
们 要 求 通信 网 络 是 双 连 通 的 . 这 个 条 件 与 上 面 这 个 不 可 能 性 结 
果 具 有 某 种 一 致 性 . 具体 地 说 ,假定 除去 某 个 局 中 人 P 以 后 ,其 
余 的 局 中 人 就 分 裂 为 集合 4 和 8B, 而 且 他 们 之 间 的 唯一 通信 方 
式 是 通过 P 传递 . 现在 ,除了 那些 不 在 P 手中 的 牌 之 外 ,其 祭 
的 牌 哪 些 在 集合 4 的 局 中 人 手中 哪些 在 集合 五 的 局 中 人 手中 ， 
这 一 点 必定 由 在 4 与 8 之 间 交 换 的 消息 所 唯一 决定 . 但 是 P 
有 条 件 得 知 所 有 这 些 消 息 , 内 此 ,既然 他 知道 发 牌 的 协议 ,他 也 
就 知道 了 其 余 的 牌 是 如 何 分 成 属于 集合 4 的 部 分 和 属于 集合 8 
的 部 分 的 ,而 这 是 不 允许 的 . 这 里 的 一 个 推论 是 ,在 只 有 两 个 局 
中 人 的 对 策 中 ,根本 厅 存 在 秘密 发 牌 的 协议 .《〈 另 一 方面 ,由 阿 


TER EL. Ademar) ,里 韦 斯 特 (R. Rivest) 和 小 米尔 (A,Shamir) 得 | 


到 的 这 个 领域 中 最 章 的 结果 之 一 表明 ,如 果 人 们 引进 像 因 数 分 
解 那 种 在 计算 上 困难 的 问题 的 存在 性 ,那么 两 个 局 中 人 的 情况 
也 可 以 得 到 解决 .) 


参考 文献 
1. L. Adleman, R. Rivest, and A. Shamir, Mental poker, The Mathe- 
matical Gardner , Londen: Wadsworth International, 19812. 
2. lme Barany and Zoltan Furedi, Mental poker with three or more 
players, Information and Control 59( 1983) 84—93. 


DAHER (HEMER A RAR, A E, 上 海 教 育 出 版 
PE. 1992 年版). 一 一 译注 


大 众 数 学 

你 怎样 才能 使 一 个 街 上 的 过 路 人 信服" 数学 的 神奇 性 " 呢 ? 
有 两 个 颇 为 明 引 大 们 注意 的 著名 战事 ,一 个 是 皇帝 和 胡子 的 战 
事 , 另 一 个 是 关于 猴子 和 打字 机 的 故事 . 第 一 个 故事 拉 到 一 位 
皇帝 为 了 向 他 的 顾问 表示 感谢 , 区 庶子 以 赏赐 ,方法 是 把 一 些 才 
粒 放 在 一 张 国 际 象 棋 棋 种 的 格子 里 给 他 ,第 一 天 在 第 一 个 格子 
P A-HA, E n 天 在 第 n 个 格子 里 放 2*"! 颗 大粒 ,问题 在 
于 ,这 些 表 子 的 数量 比 这 个 王国 的 全 国 麦 子 年 产量 还 要 多 ( 淮 确 
地 说 ,是 18 446 744 073 709 551 615 颗 麦 粒 , 不 过 这 个 数字 在 最 
匣 的 传说 中 可 能 并 没有 给 出 ). 我 推测 ,这 个 故事 的 寅 意 是 ,2 
- 工 是 -一 个 相当 大 的 数 , 它 超出 了 太 多 数 皇帝 或 者 街 上 过 路 人 
的 理解 程度 。 

至 于 说 到 那些 猴子 ,通常 是 六 只 ,它们 整 天 淫 在 它们 的 打字 
机 禾 不 停 地 “随机 "敲打 , 这 里 的 断言 是 ,按照 概率 的 法 则 ”, 它 
们 迟早 会 打出 莎 于 比 亚 的 全 部 出 作 ,或 者 ,如 果 和 你 喜欢 的 话 , 打 
出 大 奥博 物 馆 中 按 了 母 表 顺 序 排列 的 所 有 藏书 . 经 过 续 密 的 推 
蕊 ,可 以 发 现 这 二 一 个 相当 空洞 的 断言 ,因为 被 如 此 这 般 地 引用 
的 概率 法 则 ,原来 恰恰 是 意味 着 那些 猴子 就 是 做 它们 被 设 定 要 
做 的 事 . 不 过 ,这 种 宣称 会 从 听众 中 景 得 一 些 所 期 望 的 * 嘛 "或 
“Ma” q peny ps. 

在 这 篇 评注 中 ,我 将 从 "数学 的 奇妙 世界 "中 举 出 一 个 实例 ， 
它 同时 涉及 到 2 的 乘 宪 和 大 英 博 物 馆 ,更 妙 的 是 , 它 是 一 个 准确 
的 .真实 的 陈述 (或 者 用 我 们 数学 家 的 话 来 说 ,是 一 个 定理 ), 不 
过 ,或 许 在 那些 没有 进入 数学 之 门 的 人 看 来 ,这 个 陈述 十 分 芒 
E. 事实 上 ,就 是 对 那些 已 进入 数学 之 门 的 人 ,可 能 也 需要 给 出 
一 些 令 人 信服 的 说 明 . 这 个 陈述 是 ,如 果 奢 位 皇帝 继续 把 麦子 
的 数量 加 售 , 那 么 最 后 总 有 这 样 一 天 ,表示 素 粒 颗 数 的 那个 十 进 
制 数 的 开头 (最 左边 的 ) 一 大 串 数 码 将 正好 是 大 英 博 物 馆 所 有 藏 


书 内 容 的 一 个 数字 编码 . 而 且 , 与 那个 甘于 猴子 的 故事 不 同 , 人 
们 可 以 二 分 肯定 地 确定 出 一 个 明确 的 日 期 ,在 这 个 日 期 之 前 , 那 
个 所 期 户 的 数 子 必 交 出现. 如果 我 们 把 刻 求 种 稍 让 低 一 点 , 比 
方 说 , 问 到 第 几 天 丰 粒 的 总 颗 数 将 以 1992 这 些 数码 开头, 我 们 
可 以 十 分 精确 地 说 出 这 个 天 数 . 它 就 是 4077, 因为 247 = 
1992013705087952626594071790154694333228996751875655709045 
8554902724340590888165604568992842388106505220224508560929 
5432660593688618811341717383592195771270360175509747259139 
6980975322979705273274284496320986469700577390364451814166 
3977330862895710325180204557529520112443619704058048422135 
6959873885732461297405047775600547795659185445835292930522 
81445175618539867910317288570881]9454192862919264872920676 
3456064061857571371353807387048488843395986189774707585169 
7732623493514078839937944517332643907216940073010180734522 
23453811908661381477128826733309006]14392266934143305874301 
9071586844344804050363054126636829830293768181717125429760 
6540696641659184042791404285088026651195083237067528435722 
3361275519123621702432220487417524596 13796766379051 1344054 
7833845268843347369847734151454764458652171217413606969170 
060521343 1340405977821755020789277607513227 165339662058438 
429817 1659566062245 13464892639423490723782 1419023374001203 
2631697281797408521686200442571129300122590123365308330613 
9144796219210553134483041738024837350879350484938262831338 
0338301788753216880314585298318696631470332063679582455858 
0605967490865295637600213466298243312409364759942739543939 
6364873350091299670503004558487495571467978179185913811628 
0251318272. 

为 了 下 文 的 引用 ,我 们 指出 ,上 面 这 个 数字 中 数码 的 分 布 是 
十 分 均匀 的 . 其 中 只 有 118 个 0, 有 137 个 3, 而 平均 的 个 数 是 
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124. 但 是 这 种 偏离 均匀 性 的 误差 完全 是 让 通常 侈 许 的 范 装 之 
A. (PRT. A - 件 事 情 我 还 不 能 从 数学 上 作出 解释 , 那 就 是 
4077 正好 也 是 我 社会 保障 号 三 的 最 后 四 位 数 . ) 
用 比较 正式 的 术语 ,这 个 定型 是 说 ,对 于 在 何 一 中 十 进 制 数 
各 并, 总行 在 一 个 自然 数 n ,使 得 2" 的 开头 一 趾 数 妇 就 是 数码 
PN 这 个 结果 甚至 可 能 有 商业 土 的 潜在 价值 . 把 你 的 出 后 日 
期 .月份 和 年 份 组 成 -- 申 数码 寄 给 我 们 ( 随 信 和 宕 上 d 美元 ) ,你 
将 在 时 信和 吊 收 到 你 个 天 的 1, 保证 与 你 相伴 终身 . 
这 个 定 埋 的 另 一 美妙 特征 是 , 它 的 证 明 只 需要 你 知道 怎样 

做 长 除法 ,再 加 上 一 个 连 - 一 位 皇帝 也 应该 能 理解 的 数学 事实 , 那 
就 是 与 狄 利克 雷 的 各 宁 相 联系 的 著名 的 抽 殿 原理 . 这 个 原理 
说 ,如 桌 你 把 一 亿 亿 (或 者 你 能 想像 得 到 的 户 大 数目 ) 零 . -个 物 
体 放 进 一 亿 亿 个 合子 涅 ,那么 必定 有 一 个 盒子 路 放 了 多 于 一 个 
的 物体 (皇帝 :你 的 意思 是 你 非得 到 数学 的 研究 生 院 去 学 那 东 
BG?) 这 个 原理 是 怎样 在 昌 前 这 种 情况 中 得 到 应 用 的 ?好 噶 ， 
我 们 从 使 得 2" 至 少 包含 d+ 个 数码 的 第 一 个 na 了 开始 , TE, 
在 接 下 来 的 102! + 1 个 2 的 乘 震 中 ,你 一 定 会 在 什么 地 方 找到 
两 个 不 阿 的 数 ,它们 的 开 妆 + 位 数 反 完全 相同 .现在 把 其 中 
较 大 的 数 除 以 较 小 的 数 ,并 回忆 :- 下 长 除法 的 规则 ， 你 得 到 的 
数 将 有 丙种 情况 , (4) 首位 数 是 1, 接 着 是 至 少 4+1 个 0 再 后 
MERR); (b) 开 法 是 #4+1 个 93. (你 遇 到 的 情况 是 (a1 
还 是 (b) ,取决 于 邦 两 个 数 的 第 一 个 不 相同 的 数码 谁 大 谎 小 .) 
计 我 们 把 在 捕 况 (a) 中 得 到 的 商 记 为 ,我 们 宣称 ,如 果 连 续 取 

T PEAIRT SHIRE AEH n 并 椒 呈 我 们 要 证 明 其 存在 的 a. NERE 
作者 补充 说 基 一 点 ;假设 数码 中 N H d tR, 一 -一 译注 

Z AXE WAR. RERIK a j o. PIL =1, 容 易 找 到 =32 和 215 
=32768 ,它们 开头 的 瞩 舍 数码 相同 .但 2 + F 1024,1 后面 只 有 一 个 0 好 在 这 个 
差错 上 开 椒 影响 后 面 的 结论 .一 一 译注 

A 同样 ,只 能 保证 有 d 个 9, 一 一 详 注 


Z ERE JEA R E E E E A TERO. ETITA d 位 数 
AFERA R 8 e H IRIA K Rü š ng d 位 数 部 展现 出 来 . 
这 是 因为 ,如 果 把 任何 数 N Pak l 了 ,那么 所 得 的 积 要 么 是 开 基 
d 位 数码 与 % 的 完全 相同 ,有 要么 只 是 第 d jk 3cam yk N 5) l. 
FAR 一 点, 可 考虑 这 样 - :个 数 EARS z H|], ë 
位 数 是 了, 接 下 来 是 # 个 0*, 接 着 丸 是 一 个 1, 其 余 都 是 0. 现 
EZAT Z. W H E IRA EB EE ERE A: A 2 381 
时 站 -oo8pt GEH x BE d ry JE2Z v x ZAY 

abe wy 0 Ü 

+ o abiy 

ab- 
给 出 ,而 我 的 第 d 位 数 将 依据 y+ a 是 大 于 9 还 是 不 大 于 日 他 为 
x+] 或 x, 对 情况 (hh) 的 论 让 类 似 ,只 不 辽 这 里 所 涉 皮 的 是 借 位 
而 不 是 进位 . 

注意 这 个 让 晶 足 构造 性 欧 , 它 给 出 了 一 个 从 N 找 出 的 算 
法 ,但 是 这 证 明 给 出 的 于 界 是 一 个 大 交 数 宇 . 对 于 一 个 过 倍数 ， 
这 二 界 大 约 是 29 . 事实 上 ,理论 和 实践 都 表明 ,如果 我 们 寻找 
的 是 第 一 个 有 这 种 性 质 的 。, 都 么 可 以 发 现 ,平均 说 来 n 大约 与 
N 有 同样 的 量 级 我 们 为 那些 对 此 频 有 闪 煞 的 读者 提供 一 个 
Mathematica 程序 ,多 是 海尔 梅 尔 ( Stephan Heilmayr) 车 的 ,可 用 来 
找 出 这 个 最 小 的 n: 
tract[ x -]: =JLx= = Floor x],1,x ~ Floor x] j; 
power2: x.l: = Boeki iZ = fracti Togi 10,x|] ,n=1, 


u = fracti Log[ 0,x + 11], pow = Log[10),21,t= Pow + ， 
While Nite Z] | N i> =u] ,pow = pow + Log: 10.21; 


总 Erme. LS E. AE d- 个 .一 一 译注 


42) 


t= fract[ pow l; n 二 n+ l]; n] 


事实 上 较 小 ,这 是 理所当然 的 ,因为 我 们 处 理 的 是 一 种 一 
和 化 分 布 现 象 ， 史 准确 地 涪 ,logz10 的 倍数 对 模 1 是 一 狼 分 布 名 . 
利用 这 个 事实 ,我们 可 以 推导 出 关于 “的 乘 售 的 一 些 更 进一步 
的 性 压 . 例如 ,在 其 十 进 制 诬 开 中 含有 … 焉 万 个 连续 的 了 或 者 
会 有 任何 共 他 给 定 序 列 ) 的 2 BJ 3636, Eh 2 PE 2 的 乘 居 所 组 成 
的 集 人 台中 的 密度 3 为 19. REBHA RES Jack Feldrnan) ARIE 


T RRETA E: A AS faalata > OHH F ; q > Pe de SS 3 KSO 1:24 > 不 是 
RHIN x EDREIRA. 然后 对 输 人 的 = FEDR 12 345638 PPL ik HE 
一 个 人 入 数 由 要 ,全 fradi lela e 1)) > foti alg?) 28 fadl lga), TE x 作为 数码 串 符 出 
现在 2" 的 十 进 制 胡 示 人 的 六 类 ,由 二 这 沾 n by BBS. iyi. -A 4389 A 
W x EOR RRR] hF rulga) = 1, (EAEI n AD AGE frati nlp?) j fract(igx). 
Haf n AERLE Faet(le( x + 1)) > [raci n ]g2 PH uj .一 -译注 

D 原文 如 此 ,位 有 误 . 根基 上 还 程序 WiN g- iit 

DAA -Aep e Sky EE oHe e, 9) C 0.1). S Ek 5k s| 5) Bi 
A ih Bp r shah A e, RITI SO /( N), WA dm CAENIN) = 2-a. TÉ 


A(R E ECET HE, FE MEE, 1975 年 版 }. LBE TEE EJHEDK A 
数列 对 模 1 E a , M|ik ARARE (0, PAA A. 请 
EAER BERETES n 较 小 这 个 事实 .一 详 注 

轩 设 4 是 月 热 数 集 的 一 个 子 货 ,性 4,4(x),B(x) 分 别 是 4,B 中 不 大 于 正 数 
的 元 素 的 个 数 , 邮 B ñ: A 中 的 密度 是 li (B( z)7A(z)). 可 参见 《数论 教程 3 


PERE ,加 克勤 译 , 丁 石 孙 检 .上 海 科学 技术 出 版 社 ,1980 千 版 ) .一 一 -译注 

名 这些 有 个 证 明 思 路 . 不妨 过 虑 含有 “一 个 7 的 情况 . 先 看 了 首先 出 现 刘 第 -人世 
[看 数 , 下 同 ) 的 2 的 冬 蜡 ,它们 十 进 对 数 的 小 数 部 分 将 落 在 (gil 岂 } 中 lp2 的 信和 数 
HR 1 是 一 至 分 布 , 故 它 扩 在 全 体 2 的 疗 早 中 的 密 汗 为 8 -lg7, 再 看 7 首先 出 现在 
第 一 位 的 2 的 弱酸 ,它们 全 进 半 数 的 小 数 部 分 落 在 (1.7 ,这 1.81 (le ,7.16.8)， 
7, 183,87 四. 了 ,9.8) 之 -- 中 {注意 其 中 汕 有 Og7.7,1g7.8)). 这些 戈 问 两 两 不 
UU. 8 B 3. 十 是 提 应 的 密度 为 这 些 区 间 长 度 之 和 . 再 看 了 首先 出 现在 
第 三 契 的 2 的 梁 敌 …… 恢 此 类 推 .可 得 - :系列 两 两 不 交 的 区 时 ,含有 - -个 7 的 2 的 
RFE HRE PAREWA REKKER. HC, 1) L. 55 Eb JU 35 
(Echesgue) 测 度 卓 单 湖 增 函数 f(x) = 107 转换 为 11.10) 上 的 勒 由 格 — 斯 蒂 尔 切 斯 
‘Stettjes} 浏 度 , 即 可 证 明 这 个 长 度 站 和 为 1. 这 里 基于 测度 的 概 售 ,可 参见 !Y 集 台 与 
向 入 {李惠 玲 等 荣 . 店 西 教育 出 版 社 ,1999 年 版 ) - -一 译注 


出 这 -一 点 . 对 于 “几乎 所 有 的 2 的 乘 需 , 即 除了 有 了 上限 个 外 ,都 含 
有 -一 百 万 个 连续 的 7, 或 至 少 含有 一 个 7" 这 种 更 强 的 说 法 ,情况 
如 何 呢 ” 也 就 是 说 ,在 共 十 进 制 展开 中 一 个 了 也 没有 的 2 的 乘 
韩 是 不 是 有 无 穷 多 个 ? 如 果 你 认为 这 不 可 能 ,那么 考博 这 样 的 
捉 实 ;“ 差 不 多 所 有 的 " 非 贷 整数 都 合 朋 一 百 万 个 连续 的 7. 这 意 
是 是 说 ,具有 这 种 性 质 的 非 负 整数 的 集合 的 密度 为 1. 其 理由 加 | 
F. 注意 在 所 有 的 一 百 万 位 数 中 ,不 是 全 由 了 组 成 的 数 所 占 的 
EAO - 10-) 吕 ,于 是 在 所 有 的 m 百 万 位 数 中 ,第 一 段 一 百 
万 位 数码 不 全 是 7, 第 二 段 一 百 万 位 数码 不 全 是 7,-…… 第 (nm - 
1) 段 3 一 百 万 位 数码 也 不 全 是 了 的 数 所 占 的 比例 为 (1 - 
1076) — RATE 在 另 一 方面 ,当然 存在 着 无 穷 多 个 非 
负 整 数 , 它 们 一 个 了 也 不 含有 . 换 人 勾 话 说 ,统计 上 的 信息 与 这 类 
问题 实在 基 设 有 关系 . 作为 另 一 个 实例 ,回想 一 下 在 257 这 个 
数 中 ,各 个 数码 天 约 以 十 分 之 一 的 密度 出 现 , 这 种 行为 很 可 能 是 
典型 的 , 自 此 大 们 可 能 倾向 于 得 出 这 样 的 结论 ;或 许 从 某 姓 开 
m AAN? 的 乘 窒 都 至 少 含有 一 个 7. 但 是 ,如 果 我 们 考虑 按 
日 然 眶 序 排列 的 全 体 非 负 和 整数 的 序列 , 孝 么 根据 大 数 律 ,那些 共 
中 所 含 的 了 的 百分数 小 于 ,比方 说 小 于 9. 99 的 数 的 密度 又 为 
FO, 然而 , 却 又 存在 着 大 基 的 不 含 7 的 非 负 整数 . 


QD UN M01070) ,而 且 是 在 不 密 于 一 月 万 位 的 数 中 占 的 比例 . 一 一 译注 

加 伺 应 为 第 n ER. -一 -译注 

Q 似 应 为 (1 一 10- 中", 而 且 是 在 不 多 于 n BT rh s Bb rj. 一 一 详 注 

D 其 证 明 大 意 如 下 :对 任 取 的 一 个 非 负 整数 , 沁 其 厂 数 第 i 位 上 的 7 的 个 数 为 
襄 , 则 到 是 … 个 独立 问 分 布 的 随机 变量 序列 ,它们 痢 以 概率 0.9 取 1, 以 概率 0.1 取 
1, H EX =D. 1. Ë 4 为 捉 件 一 个 不 太 于 0" 的 非 负 整数 所 含 的 了 的 百分数 小 于 
9.99", B. ARPE CA, + X. + + X. Zn 9.99% U. IM A c B... Sk PUA e PER). 
但 是 P( 4,) 就 是 在 不 天 于 10" 的 非 负 整数 中 所 合 7 的 百分数 小 于 9. 的 的 数 所 占 的 
EAT P Re P(|((CXi+ A+ + X )2n)y-0.1| >0.001). 据 辛 所 天 多 律 ， 
Y n TENAN, rS pa — — EE 


在 无 论 如 何 都 不 能 从 我 们 通常 的 公理 得 出 证 明 的 意义 下 ， 
ERTER LAETTE 7A 2 的 乘 糙 这 个 问题 或 府 是 "不 可 
回 管 的 ” 然而 , 它 应 该 基 真 还 是 假 呢 ? 当 然 ,这 依赖 陡 人 人们 的 
数学 哲学 信念 . 或 者 , 作 个 异想天开 的 假 商 ,会 不 会 有 人 打算 证 
明 这 个 问题 等 价 于 某 个 不 可 思议 的 基数 的 存在 性 ? 到 了 这 一 
步 ,这 个 问题 就 变 成 了 … 个 神学 上 的 空谈 而 不 是 数学 问题 了 
看 来 我 们 最 好 就 此 打住 ， 

一 个 非 数 学 问题 
Lo 说 出 美国 唯一 的 不 具有 印第安 名 称 的 中 西部 州 的 州 名 
(中 西部 的 意思 是 , 企 阿 巴 拉 契 亚 贞 脉 和 落 基 由 脉 之 间 , 但 不 包 
括 黑 是 哥 湾 沿岸 的 南部 各州 ) 汶 . 
[4] 2. 为 什么 在 一 个 关于 数学 的 专栏 中 会 有 这 个 问题 ? 


—-— T  — 


TH TAR S S S Rh BB RI q: aiba k B Ra Hi PRP E. 这 个 州 俱 谋 
是 Indiana 一 一 印第安 纳 州 、 adiana 系 新 拉丁 语 , 意 思 基 "印第安 人 的 土地 *. 这 样 你 
就 不 难 管 出 下 面 第 一 个 问题 了 .一 -译注 


许多 年 前 ,作为 密歇根 大 学 的 一 各 物理 学 研究 生 ,我 十 分 李 
n T BNE S tE (Norman Steenod) 的 孙 数 论 课 程 , 这 从 根本 上 
改变 了 我 的 人 生 道 路 . 我 听 了 那 门 课程 以 后 ,再 加 上 几 次 私人 
谈话 ,我 决定 从 物理 学 转向 数学 . 我 特别 记得 有 KEE: Së 
在 给 我 们 上 课时 ,为 了 试图 描述 数学 研究 是 怎么 回 事 ,他 说 在 整 
个 这 门 学科 中 ,事实 上 只 有 大 约 十 儿 个 思想 被 人 们 所 -一 再 反复 
地 使 用 ,而 一 旦 你 掌 扬 了 这 些 思想 , 你 就 可 以 说 是 荐 中 人 了 . 我 
后 悔 当 时 没有 在 惊讶 之 中 保持 镇 定 ,请 他 给 出 他 那 张 思 想 表 中 
的 前 干 二 个 思想 . 无 论 怎 样 ,我 想 在 任何 人 的 思想 表 中 ,有 一 个 
思想 应该 是 人 们 所 称 的 变 分 方法 另 


变 分 方法 


变 分 方法 通常 用 来 给 出 存在 性 证 明 . 为 了 试图 证 明 一 个 具 
有 某 种 性 质 的 对 象 的 存在 性 ,人 们 挑选 出 一 个 使 某 个 函数 达 色 
极 大 值 或 极 小 什 的 对 每, 丁 是 所 得 到 的 对 得 就 可 被 证 明 为 具有 


外 这 里 所 说 的 变 分 方法 (variatinnal method ) 与 求解 沁 函 极 值 问题 的 变 分 法 Ucal- 
culas of variations, : 译 变 耸 党) 人 不是. - 功 事 ,虽然 前 者 有 时 也 涉及 省 函 的 最 大 倩 或 最 
小 值 .如 下 交 提 到 的 使 狄 利克 雷 积 分 取 最 小 信 的 函数 , -一 译注 


所 期 望 的 性 质 . 证 明 广 法 是 ,如 果 这 个 对 象 不 具有 那 种 性 质 , 人 
们 就 可 以 对 它 进行 变更”, 使 得 那 给 出 的 函数 继续 增 大 或 继续 
减 小 . 这 样 的 例子 在 数学 中 处 处 稠密 器 . 最 令 人 熟悉 的 或 许 是 
多 和 尔 (Relle) 下 理 ,而 最 具有 历史 意义 的 则 可 能 是 黎 螺 对 著名 的 
映射 定理 的 证 明 交 . 这 是 他 通过 使 狐 利 克 雷 积分 达到 最 小 值 而 
字 以 证 明 的 . 我 们 知道 , 整 曼 的 证 归 有 一 :个 严重 的 缺 障 ,他 没有 
证 明 这 个 最 小 值 的 存在 性 . 直到 儿 年 之 后 , 才 由 希 尔 伯 特 {D. 
Hilhery 成 功 地 补 出 了 这 段 遗 漏 的 论证 . 

当然 ,这 个 方法 可 以 追 漳 到 更 早 的 年 月 .最 初等 的 例子 或 
许 是 算术 基本 定理 的 标准 证 明 , 这 要 追溯 到 欧 几 里 得 . 其 中 关 
键 的 一 步 是 证 明 任 何 两 个 正 整数 < 和 8 都 有 一 个 最 大 公 因 数 ， 
也 就 是 说 ,有 一 个 a Ab HRA d, CRER a 和 8 的 所 有 其 他 
公 因 数 所 整除 . 

最 大 公 因 数 

直 于 是 在 找 某 称 最 大 的 东西 ,人 们 会 预料 这 将 涉及 到 一 个 
最 大 值 问 题 的 解决 . 结果 并 非 如 此 ,正确 的 途径 不 是 解决 一 个 
最 大 值 问 题 ,而 是 一 个 最 小 值 问 题 . 具体 地 说 ,就 是 寻找 使 得 d 
= ma + nb 的 最 小 J 整数 a, 其 中 m Mn 都 是 整数 (这 里 关于 最 
小 什 的 存在 性 是 没有 问题 的 ,事实 上 , 它 等 价 于 一 条 佩 亚 诺 
(Peano) 公 理 久 ). a Hh 的 任何 公 因 数 都 整除 4 ik pt St E, yz Bi 


Q) 一般 拓 压 学 中 的 术语 ,这 里 是 一 种 比喻 用 法 ,表示 无 处 不 在 ， 译注 

名 歼 坚 频 射 下 理 亲 以 如 下 粗略 地 表述 :对 于 复 平面 上 性 一 个 不 是 全 平面 的 单 
ERS .存在 一 个 在 革 简 意 必 下 唯一 的 共 形 耳 - -一 的 映射 Z. 638 f(D) = iz; 
: 2: < Ti 民 开 单位 圆 盘 7 几乎 任何 - :本 较 完 全 的 单 复 变 函数 教材 都 会 提 到 这 个 定 
BH. 亿 获 曼 当 年 的 证 明 现 在 却 礁 以 寻 砚 .一 一 译注 

Q 这 是 指 关 于 自然 数 的 佩 亚 诺 公 型 系 统 中 的 妇 纳 公理 . 可 以 证 明 , 关 铅 公理 等 
价 于 如 下 的 "最 小 数 原则 ” :自然 数 集 的 任何 -- 个 非 空子 集 都 有 一 个 最 小 的 元 察 . 有 
兴趣 的 污 者 可 孝 见 (数学 归纳 法 站 华 办 康 阁 ,上海 教 育 出 版 社 ,1963 年 版 .一 一 泽 注 


得 让 ,但 是 还 得 证 明 4 Atu ka 和 5 的 一 个 公 因 数 , 于 是 “ 变 
分 "在 此 登场 .不妨 假设 d 不 整除 a, 则 根据 欧 儿 里 得 算法 , 存 
往 一 个 小 上 4 的 止 整数 +, 使 得 a = qd + r. 于 是 > 将 是 ma 和 6 
的 一 个 虹 小 的 整 系数 线性 组 合 , 这 就 产生 了 一 个 也 质 . 

这 个 证 明 有 一 -个 显著 的 特征 , 它 像 许多 变 分 方法 的 证 明 一 
样 ,六 即 导 和 致 了 一 -个 关于 找 出 两 个 数 的 琶 天 公 因 数 Cged) 的 简单 
算法 . 

我 对 这 个 A 们 非常 熟悉 的 证 明 必 了 十 分 细致 的 考察 ,我 想 
指出 , 它 不 仪 羽 是 变 分 方法 的 一 个 应 用 . 它 是 一 种 对 偶 定 理 的 
一 个 实例 . RITE R a 和 5 的 最 大 正和 况 数 同时 也 是 一 个 
能 表示 成 ec 和 的 整 系数 线性 组 合 的 最 小 下 整数 . 这 类 定理 尤 
其 在 线性 规划 理论 中 占据 关中 心 的 地 位 .我们 将 在 后 面 辐 到 这 
一 点 ， 


西 尔 维 斯 特 问 题 


变 分 方法 的 男 -… 个 特征 基 , 它 经 常 导出 非常 简短 的 证 明 . 
这 方面 的 一 个 惊人 例 于 是 西 尔 维 斯 特 (J.J. Sylvester) F 1893 年 
提出 的 著名 问题 ; 设 s 是 平 面 上 的 一 个 有 限 点 集 , 且 任 何 经 过 
其 中 两 个 点 的 直线 都 一 定 经 过 其 中 另 一 个 点 ,证 明 这 些 点 都 在 
一 条 直线 上 . 不 论 是 西 尔 维 斯 特 还 足 他 的 同时 代 人 都 没 能 找到 
一 个 证 有 明 , 过 了 将 近 50 年 , 才 由 如 荣 (Gala) 发 表 了 第 …… 个 证 
明 ,但 由 当 复 杂 . 下 商 这 个 简短 的 证 明 现 已 广为人知 , 它 是 由 疡 
HCL. M. Kelly) 于 1948 年 发 现 的 { 见 《美国 数学 月 州 》( Amer., 
Math. Monthly) 55,p.28). 假设 这 些 有 具有 西 尔 维 斯 特 所 述 性 质 
的 点 不 共 线 . 每 条 经 过 其 中 两 点 的 百 线 L 和 和 不 在 这 条 直线 上 的 
一 个 点 p 都 组 成 一 个 线 点 对 (上 ,pp) ,在 所 有 这 些 线 点 对 中 选取 
一 个 使 得 从 p 到 的 距离 4 为 最 小 的 . 令 a 为 从 p A LIE 
线 的 垂 足 . TECEN REBR, T L 上 宇 少 存在 三 个 点 a,b 
Me. 央 此 其 中 两 个 点 ,比方 说 a Mb HL a,b, q 的 顺序 位 于 g 


一 1 


图 8.1 RES 
的 三- 一 侧 tc 可 在 任何 一 侧 ) ,如 图 8.1. 但 这 样 从 5 到 直线 ap 
的 距离 如 就 小 于 a4, 这 就 产生 了 一 个 辛 盾 . 


凯利 的 证 有 明确 实 简短 一 一 但 是 ,这 里 有 考 克 斯 特 (H.S.M. 
Coxeter) HI TH Dk ( Bl JLT EF 33 ( Puroduetion to Geormetry ) , Wi- 
ley,1961,p.181): “JK POS THERE ntaq [ pu zg Pb B pp RJ [L] A | 3 
然 属于 序 几 们 ，. ME, E 5 RARA Ba bk FK 2 ESE. yz! 
(RA 132 EE ELEA F Ju A hu 52 f]. ] 凯 利 的 欧 氏 几何 
HUISH EF K yb Bu S ps AAF EHK EE F P H 一 个 
TA. HIER ANERER A FRIE Eg.” 

aR Ts BJ E] 2 J BE BJ] (IE E 22k AEA H ET EEA A 
JE HORR FIANE (Pasch AHM. 这 条 公理 以 它 最 简单 的 形式 断言 
一 条 直线 不 可 能 只 与 一 个 二 角形 的 一 条 边 相 遇 . (理解 这 条 公 
理 的 一 个 上 方法 基 , 拒 它 看 作 若 尔 当 (Jordan) 曲线 定理 站 的 一 个 非 
TAFA. 如果 这 条 肖 线 通过 -… 条 边 进 入 这 个 二 角形 , 那 
么 它 几 定 要 穿 过 男 一 条 边 以 画 介 外面 来 . ) 这 个 证 明 的 图 与 凯 
利 证 明 的 图 非常 相似 ,不 过 这 次 我 们 选取 的 是 任意 的 点 p, JEF 
出 一 条 从 它 出 发 的 射线 R R EA S 中 其 他 点 ,但 至 少 与 一 条 
连接 sS 中 点 的 和 线 相交 ,得 条 这 样 的 直线 都 与 R 相交 于 某 点 ， 


玫 若 人 水 当 曲 线 定 运 是 说 :平面 | 的 任何 障 单 闭 曲 线 都 把 这 个 平面 芬 成 陋 个 区 
域 . WATS RLG EA ARR EERE, R IE MAER, E, 
Bir tr Hh ARYE. 1999 年 版 ) .一 一 泽 注 
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图 8.2 运用 帕 施 公 型 的 证 浊 

二 是 我 们 可 从 中 选取 一 条 直线 工 , 它 与 六 的 交点 4 距 关 最 近 ( 当 
然 , 不 是 六 距离 的 意义 下 ,而 是 把 它们 看 作 RR 上 的 一 -个 序 集 . tE 
MEE DL, TE p Wg 之 间 没 有 其 他 交 点 ). MECEL 土 一 定 有 
两 个 点 a 和 二 ,它们 位 于 q 的 同一 侧 . 我 们 证 明 直 线 ap 上 不 可 
能 有 s 中 的 男 一 个 点 . 有 两 种 情况 . 

情况 | 另 一 个 点 y 位 于 a 和 p 之 间 . 于 是 (如 图 8.2) 不 
ie e 在 娠 早 , 将 帕 施 公理 应 用 于 二 角形 aps ,直线 cy 38 RAH 
交 于 一 个 比 BOE T p 的 点 . 147- 


图 3.3 过 世相 邦人 台 理 对 另 一 种 情 吕 的 证 明 


情况 H 另 一 个 点 x 或 z 不 在 a Ap 之 间 ， TE, RIH 
一 样 , 不 是 bx 就 是 有 &, 将 与 REF E g ip F p 的 点. 
(WE 8.3. voi 


Ro 而 


平面 上 有 有 呈 一 般 分 布 的 2a 个 点 ,其 中 个 是 红包 的 ,个 
是 蓝 色 的 . 试 证 明 Ef 门 能 连 成 2n 条 不 相交 的 线段 ,每 条 线段 一 
个 端点 是 红色 的 , 另 一 个 是 蓝 人 的. 

当然 ,现在 你 已 掌握 个 中 要 多 ,知道 你 应 该 用 这 样 一 种 方式 
来 选取 线段 :使 得 这 些 线段 的 长 度 之 和 为 最 小 . 于 是 这 些 线段 
将 不 会 相 葡 ,内 为 ( 变 分 ) 如 果 它 们 中 有 相交 的 ,就 用 欧 几 里 得 
《几何 原本 2 的 第 20 号 命题 (表明 一 个 红 点 和 一 个 蓝 点 之 间 的 最 
短 距离 是 沉着 ~- 条 自 线 的 者 个 命题 ) 来 证 明 , 你 可 以 让 它们 变 得 
不 想到 ,从 而 使 它们 的 总 长 度 减 小 . 然而 我 们 又 症 用 距离 这 把 
“长 柄 锤子 "来 对 付 - 个 显然 关于 仿 射 (但 非 射 影 } 不 变量 的 定 
H. 个 过 我 想 希 腊 人 怒 怕 并 未 对 此 感到 过 困惑 . 


伯 克 霍 夫 的 台球 


令 了 是 一 个 具有 光滑 (C1) 边界 的 而 图 形 台 球 桌 . 那么 对 
二 任何 n > ] ,都 存在 一 条 具有 n 个 反弹 点 的 周期 性 兴 球 轨迹 
(GD: 伯 克 电 去 1G.D.Birkhoff) 的 定理 } . 

证 明 在 所 有 的 内 接 n 边 折 线形 (当然 ,它们 的 边 可 能 相 
变 ) 中 ,人 选取 一 个 其 周 长 达到 最 大 值 的 . 这 将 是 一 条 台球 轨迹 . 
也 就 是 说 ,在 每 个 反弹 点 上 ,人 射 角 将 等 于 反射 人 朋 , 因 为 如果 不 
是 这 样 ,就 将 反弹 点 沿边 界 朝 着 同 切 线形 成 较 大 角 的 边 稍稍 移 
动 一 下 . 这 将 使 周 长 增 大 (一 道 美 妙 的 微 积 分 练习 题 , 训 放 在 教 

工法 语 , 意 为 "就 二 这 此 " .一 Eh 
Z c 家 水 具有 连 针 的 一 阶 导 耳 数 . 一 - -译注 


科 忆 上 通常 称 为 “相关 变 率 " 的 部 分 3) , 国 


注意 这 个 于 条 对 于 偶数 边 折 线形 是 平凡 的 ,因为 台球 只 是 
洁 着 这 集合 的 一 条 直径 来 加 反弹 . 


ES EE TPE R 8.4 给 出 了 一 张 贿 赔 形 台 球 桌 上 的 两 条 
具有 5 个 反 阐 点 的 伯 克 霍 大 台球 轨迹 (是 用 Mathematica 给 出 48] 


/ 


图 8.4 KRE EERE LARRABARRI 


T 设 在 某 反弹 点 rr 处, 边 ap 间 切 线形 成 的 夹 角 分 别 为 ,8,, 则 可 证 当 / 沿边 
FAR 请 的 方向 移动 -- 个 ds 寻 ,a + b BREY deleo — cos 上 8) .一 一 译注 


号 对 于 平 各 上 的 一个 有 界 上 同 阁 形 来 说 , 直 和 色 就 荐 连 六 其 边 田 | 相距 最 远 的 两 
ARRE. 


[49 : 


的 ), 者 趣 的 是 ,关于 非 沦 请 边界 的 台球 悍 , 特 别 是 多 边 形 分 球 
皇 , 人 们 知道 的 并 不 客 . 例如 ,对 于 锐角 三 角形 ,总 存在 闭 一 条 
其 有 3 个 反弹 点 的 轨迹 ,反弹 点 就 在 种 条 高 的 王 趾 人 处 ,这 次 是 遂 
过 寻找 具有 最 小 周 长 的 内 接 三 角形 来 解决 的 . (你 能 证 明 油 ?) 
已 经 证 明 , 对 于 各 个 角 都 是 x 的 有 理 数 倍数 的 多 边 形 ,存在 者 周 
期 性 的 轨迹 . 然而 ,关于 各 个 角 是 x 的 无 理 数 倍数 的 钝 角 三 角 
形 ,显然 什么 都 不 知道 . 


废除 种 族 隔 离 定理 


说 到 简短 的 证 明 , 这 里 有 一 个 纽曼 给 出 的 例子 , 它 是 由 克拉 

tE (Murry Klamkin) 讲 给 我 听 的 . 
给 出 任何 一 个 图 , 试 证 明 总 可 以 对 其 每 个 顶点 背 

上 上 委 色 或 黑色 ,使 得 每 个 白色 (黑色 ) 巴 点 的 邻 点 中 至 

少 有 一 半 是 黑色 (白色 ) 的 ， 

我 必须 承认 ,我 当时 不 知道 如 何 证 明 它 ,但 是 给 要 兽 (im 
Propp) 证 了 出 来 ,而 且 他 芍 证 明 不 到 两 行 ,只 用 了 六 个 单词 . 这 
个 证 明 在 本 章 的 末尾 给 出 . 


稳定 指派 定理 


最 后 是 一 个 来 和 白 经 济 学 的 例子 . BA n 各 工人 和 nm 省 雇 
主 ,如 果 工 人 为 雇 志 工作 ,他们 将 合作 年 产 出 a; 个 单位 的 某 
种 货物 ,比方 说 面包 . 假定 每 位 和 雇主 只 能 雇用 一 名 工人 ,那么 谁 
将 为 谁 工作 ,而 且 劳 资 合作 双方 将 怎样 把 他 们 生产 的 面包 划分 
为 工人 的 工资 o 和 雇主 的 利润 p? (工资 和 利润 是 以 面包 的 形 
式 而 不 是 以 金钱 的 形式 给 付 ,是 为 了 强调 我 们 是 在 处 理 具 有 其 
真正 价值 的 贷 物 ,而 不 是 纸币 和 硬币 , ) 有 一 个 简单 的 经 济 学 上 
的 "均衡 "条 件 给 出 了 回答 . 如 果 在 一 种 指 族 方式 中 , 某 位 工人 i 
挣 得 了 工资 wi, 而 其 位 没有 雇用 i 的 雇主 j 赢得 了 利润 记 , 那 么 


我 们 就 需要 有 
W; + D; Z ajs (1) 
因为 如 果 这 不 等 式 不 成 立 , 那 么 7 种 i 就 会 实行 合作 ,从 而 使 他 
们 两 人 都 可 能 获得 更 黎 的 而 包 . 于 是 问题 就 成 为 : 古 否 总 存在 
一 种 将 工人 指派 给 雇主 的 方式 和 一 种 对 每 对 劳资 合作 双方 所 生 
产 的 面包 进行 划分 的 方式 ,使 得 (1) 被 满足 ? 这 样 的 一 种 病 置 方 
式 称 为 一 个 稳定 指派 或 均衡 指派 . 
在 考察 这 个 存在 性 问题 之 前 ,我 们 请 大 家 注意 均衡 指派 的 
一 个 奇妙 的 性 质 , 它 是 有 时 人 和 们 所 称 的 “经 济 学 基本 定理 "的 一 
个 特例 , 显然 ,对 于 整个 社会 的 福利 来 说 , 芝 资 指派 关系 应 该 使 
得 他们 生产 出 的 面包 达到 尽 可 能 最 大 的 产 莉 . 这 样 的 一 种 指派 
称 为 最 优 的 . 
定理 ”均衡 指派 是 最 优 的 . 
证 明 为 了 记号 上 的 方便 ,我们 假设 在 一 个 均衡 指派 中 , 工 
全 就 为 雇主 i 工作 ,因此 有 
Gi = M: + pi. (2) 
对 C2) 就 i 求 和 ,得 
>, ay = 2 w; + >; p,. (3) 
现在 考虑 任何 一 个 其 他 指派 ,其 中 工人 i 被 指派 沪 亡 主 s (站 工 
fE. 根据 均衡 条 件 (1)， 
S mot) =< > ww + 之， Poti) = > w; + > pi. (4) 
最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 o 是 一 个 一 一 映射 . 很 据 (3) 和 (4)， 
就 得 到 >y ur z 2 aas 这 正 是 我 们 要 证 的 最 优 手 . CEER 
为 有 着 像 上 面 这 样 的 定理 ,经 济 学 家 到 处 在 颂扬 “市 场 经 济 "的 
优越 性 . Wm 
于 是 我 们 看 到 ,这 个 均衡 性 质 同 一 个 非常 自然 的 最 大 值 问 
是 相关 ,这 提示 应 该 用 这 个 最 大 值 问 题 来 让 明 均 衡 指 派 的 存在 


1 一 


FF. 具 是 恩人 节 开 的 玩笑 ! 结果 怡 愉 相 反 ,就 像 在 最 大 公 因 数 
的 情况 那样 ,人 们 应 该 去 考虑 "对 偶 的 ?最 小 值 癌 题 . 在 所 有 满 
足 稳定 性 条 件 (1) 吕 的 2n 元 组 (mi s'a En ,pi Pa) 中 ,选取 一 
个 使 得 > w; D pi 达到 最 小 值 的 . 就 这 些 使 前 式 达 到 最 小 的 
w 和 P, 考 虑 由 所 有 使 得 (1 作为 等 式 
Wi + P; = ty (5) 
而 被 满足 的 序 候 习 , 门 所 组 或 的 集合 S. 我 们 定义 ,如 果 (5) 对 一 
个 序 偶 (六 成 立 , 则 称 ;和 是 相 容 的 . 如 果 现 在 可 以 从 这 个 
集合 中 挑选 出 个 由 n 个 不 相交 的 名 相 容 序 偶 组 成 的 子 集 , 那 
么 容易 知道 ,这 就 给 出 了 所 期 望 的 均衡 指派 ， 
现在 ,这 个 证 明 中 的 关键 一 步 用 到 了 需 尔 (Philip Hali) 那 著 
名 的 “ 陀 对 定理 "号 .如果 不 存在 这 样 的 子 集 ,那么 就 一 定 有 一 个 
“瓶颈 ”县 体 地 说 ,就 是 有 一 个 由 到 个 鹿 主 组 成 的 集 人 台 ,与 这 些 
雇主 相 容 的 工人 的 总 人 数 将 小 于 有. 但 是 在 这 种 情况 下 ( 变 
分 } ,根据 “供求 规律 ”", 人 人 们 将 对 这 些 * 供 不 应 求 " 的 工人 的 工资 
Q 点 当 措 二 ,条件 {1} 在 引进 时 ,是 代 寺 对 没有 实行 合作 的 TT 全 fE FE mA 
玖 {对 已 实行 合作 的 工大 i REE. MEH uw + p = a)i WU EN EN E BU 34 
【13 :是 针对 所 有 涉及 指 请 的 工人 和 廊 土 而 言 的 ! 谁 为 谁 了 工作 还 不 知道 1， 因 此 略 有 有 
Ai. 译注 
TERATE DAP S PHE, EIE r Rje ARR. 事实 上 ， 
RAHAT SER BBB akin aH 3. uj 5 u €L SIF RREN A 
闭 , 四 川 大 学 出 版 社 , 1996 年 版 ), 一 一 译注 
D 天 于 组 台数 学 中 的 配对 定理 . 簿 及 " 相 异 代表 给 "的 概念 . 设 A. ds... A. 是 
非 空 集 人 台 $ 的 个子 集 ( 其 中 可 以 有 相同 的 子 集 .可 把 它们 称 为 -个 * 集 系 ") E: 
=l ,2 存在 GEART EAH E] , Wi] Eg pe 38 šR Xa tz. 7", Ea FR E A, As... 
A, 的 一 个 相 异 代表 组 . 配对 定理 是 说 , 集 系 41, 4;,…, A, 有 相 异 代表 组 的 充 要 条 性 
EIFE kela kga, k REKI MER ijr iat, i, 1 = I| < D < "=" < Ey 
=a, A. UA Uo UA BA t PER. ERTS p (2 33(H.1 MSE E 
译 , 科 学 出 版 社 ,1983 年 版 ). ERE TH GEE j 机 容 的 工人 所 组 成 的 壮 集 为 Aj, 
便 可 得 到 文中 所 说 的 结论 .一 一 -译注 


w; 措 加 = ,这 将 使 得 那天 个 宕 主 的 利润 记 有 所 溅 小 ,从 而 使 得 
Sm + >) 记 减 小 ,这 就 产 本 了 一 个 站 盾 ， 

就 像 在 我 们 的 其 他 例子 中 那样 ,这 个 证 明 导 致 了 -一 个 找 出 
— EJ E P PE ( O ( 2 , 即 所 前 匈 牙 利 算法 , 它 是 市 
库 恩 {Harold Kuhn}) 给 出 的 . 


这 里 是 普罗 普 对 废除 种 族 隔 离 定 理 的 证 明 : 
Maximize the number of interracial neighbors 2, 

请 注意 又 一 次 由 证 明 导 致 了 一 个 好 的 着 色 算法 . 它 最 多 用 
E 次 壕 代 即 可 完成 计算 ,这 里 5 是 这 个 图 的 边 数 . 具体 地 说 ， 
从 任意 一 个 着 色 方 案 出 发 ,如 果 有 -一 个 项 点 不 符合 条 件 ,就 改变 
它 的 颜色 ， 

(这 篇 文章 与 好 后 ,吉文 撒 尔 { Alexandr Giventhal) 提 出 了 一 
个 三 个 词 的 证 明 : Maximize ferromagnetic energy. ) 


Q 粗略 地 说 , 0f 到 ) 表 示 这 个 算法 的 运算 重 在 a ED. n E. Y ASE U A 
数 ， 在 计算 复杂 性 理论 中 , 儿 :个 算法 的 运算 量 在 所 算 问 题 的 规模 (如 这 里 的 + ) 0 
多 质 式 (如 这 里 的 2 ER L ,就 称 这 个 血 法 是 好 算法 ,一 一 译注 

加 和 中 文章 思 是 :“ 使 不 同 种 族 的 邻居 数 达 到 最 大 信 ." 这 里 白色 对 点 和 黑色 顶 
点 被 比 作 不 辣 种 族 的 白人 和 黑人 ,图 中 相 邻 的 两 个 顶点 究 比 作 邹 居 .由 此 也 可 知 六 
FARZA ERRERA EE — 4i 

Q 其 中 文章 思 是 ,使 铁 磁 能 量 达 到 最大 .” 这 里 看 来 是 把 - .个 图 在 成 是 一 个 内 
原子 系统 ,每 个 旗 点 代表 .个 原子 ,分 接 的 顶点 看 作 近邻 的 原子 ,每 个 原子 的 未 潇 过 
FREE SB ,所 这 个 轨道 上 只 有 一 个 电子 . 根据 海 森 伯 的 铁 研 性 理论 ,该 系统 
的 能 基 直 单 电子 能 秃 .库仑 能 量 和 铁 盛 能 基 ( 近 邻 原子 的 电子 自 旋 间 的 交 搁 作用 能 
之 利 ) 组 成 ,而 铁 厂 能 量 为 - 22 > Too, 其 中 4 为 近 令 原 子 阿 的 灾 换 积分 ,对 
于 猎 租 性 系统 .4 > 0h WEMA E o Fla, 分 别 为 第 ;个 原子 和 第 /个 原子 上 电 
子 的 自 旋 角 动 量 ; 求 和 仪 限于 近邻 原子 的 电 了 对 ,显然 , 当 电子 自 旋 角 动量 方向 相 
REESE PR En] , 店 系 统 的 铁 磁 能 其 最 大 ， 详 情 二 参见 《 铁 厂 性 理论 从 萎 寿 
亭 编著 ,科学 出 版 社 ,1993 年 版 ) -… 一 译注 


关于 变 分 方法 的 补遗 


当 急 ,本 用 变 全 方法 解 洪 的 问题 说 也 说 不 冠 , 这 此 有 一 个 
讨 大 这 欢 的 合 二 而 一 和 的 例子 ,和 它 是 由 克利 福 德 :加 德 纳 推 仔 给 我 
的 . 这 个 例子 有 一 个 特别 的 长 处 ; 宪 提 供 了 微 积 分 的 一 个 简单 
而 美 冰 的 应 用 ,可 以 安 描 六 传 统 的 大 学 一 年 绩 课 其 的 第 革 周 左 
右 进 行 潮 授 . 

请 考虑 离散 热流 问题 . 给 出 一 个 图 ,如 下 图 所 示 . 其 中 和 有 
一 些 结 点 保持 在 固定 的 温度 上 (3,5 和 -2). 关于 热传导 的 定律 
要 求 其 余 的 每 一 个 结 点 玫 符 合 平均 值 性 质 . 具体 地 说 ,就 引 每 
个 余下 的 结 点 的 ( 稳 态 }) 温 度 应 该 是 它 有 所 连接 的 结 点 的 温度 的 平 
均值 . 


1S1 | 
问题 ”这样 的 一 种 温度 集合 是 否 总 是 存在 ? 如果 存 在 , 它 
是 委 叭 一” 
(当然 ,这 嘴 一 个 解 线性 方程 组 的 问题 ,但 是 我 们 的 学 生 槛 
到 大 学 二 年 级 才能 学 到 这 个 内 容 .) 
解答 GE: 邻 4 是 结 点 i 上 的 泥 度 , FERRAR Sre, 


L) = 5 人 -672 求 和 范围 是 所 有 部 接 的 结 点 对 (这 就 是 这 个 
系统 的 热能 ). 选取 德 这 个 图 数 达 到 最 小 值 的 各 个 二 要 明白 这 
些 值 满足 所 期 望 的 条 件 , 只 去 注意 到 WSA Y n MARA 
点 的 温度 者 国定 在 这 些 使 这 个 精 数 达到 最 小 值 的 值 上 ., 堵 全 z, 
业 ' 定 使 作为 香 变 量 幼 数 的 了 达到 最 小 值 , 令 关 于 去 的 导数 为 堆 ， 
ENEA HE. 

HRH, HRI 2 SB w F 2 B - ETE? 我 的 回答 
是 ,数学 在 其 疯 千 年 的 发 展 过 程 中 , 从 未 为 此 类 问题 扫 心 过 , 因 
此 没有 理由 把 它们 强加 给 大 学 一 年 级 学 生 , 对 于 那些 想 主 修 数 
学 的 学 生 , 当 他 们 到 大学 三 年 级 时 ,有 的 是 时 间 来 迫 鸽 他们 为 这 
些 事情 操心 ,虽然 在 有 些 情况 下 他 们 会 恕 气 冲 天. 

唯一 性 (用 最 天 值 原理 1) ;假定 存在 两 个 符合 平 鬼 值 性 质 的 
湿度 集合 ,于 是 它们 的 差 也 将 符 全 这 个 性 质 , 而 且 在 奢 些 保持 固 
定 温度 的 结 点 上 温度 之 著 为 零 . 现在 考虑 -一 个 温度 之 差 达 刘 最 
大 的 结 点 ,于是 根据 平均 值 性 质 , 它 所 有 的 邻接 结 点 一 定 也 在 这 
个 温度 上 . 同样 , 它 所 有 邻接 结 点 的 邻接 结 点 也 是 如 此 . 这 样 
下 去 ,我 们 最 终 将 到 达 一 个 保持 固定 温度 的 结 点 (我 们 假设 这 个 
图 是 连通 的 ) ,因此 这 个 最 大 值 为 零 . 对 于 最 小 值 的 情况 同样 如 
此 . 

Q.E.D. 


经 我 花言巧语 ,反复 劝 诱 ,伯克利 数学 科学 研究 所 行将 退休 
的 所 长 同意 将 下 面 这 篇 杰作 秦 献 出 来 ,这 或 许 反 有 映 了 他 在 任职 
期 间 所 得 到 的 一 些 事 情 . 
造 讶 颇 深 的 年 轻 人 
《 烛 欣 经 》 牛 邦 索 轧 所 唱歌 的 一 个 模仿 之 作 , 在 此 向 吉尔 伯 
FE L (Sir William Gilbert) ff £F Bš + (Sir Arthur Sullivan) Æ 


TARRAT. 
卡 普兰 斯 基 作 
在 现代 数学 的 世界 中 ， 
你 得 口 若 悬 河 , 无 所 不 蜡 ， 


你 必须 显示 你 懂得 
拓扑 和 其 达尔 上 同调 ， 
物理 学 中 的 范 , 也 要 担 到 ， 
偏 微分 方程 的 一 个 集 侣 
无 非 是 一 仿 辣 路 空间 ， 

[52] Pl E 8 ET LA E 1E, W Pe i A 


fE IR 5 SE EA, 
如 果 他 们 把 量子 群 苦 参 ， 
就 告诉 他 们 ,这 很 平凡 . 
合唱 : 

你 告诉 他 们 你 的 妙 方 名 
于 是 人 人 喜气 洋洋 . 
因为 你 使 他 们 看 到 
根据 布尔 多 基 
RATSIE, 

3 Z W n i JZ Au TP 84 > m 
就 是 小 波 化 了 装 . 


D EMIRE O Panence) , 2 6 0338 R B Br M 3 Bunthome's bride), E Uq R] FE32 
过 歌剧 ,由 英国 出 作 家 吉尔 们 特 和 作曲 家 钞 利 玄 十 1881 FAE. HR Ra TIJB EK 22 J 
HPE KEARAH 译 证 

DRAE sebene, H F EP CAR E EULA E A AER 
语 “ 概 型 ". eak ka —— IEE 


. -一 A0 — 


当然 你 将 就 不 加 革 猜 想 

J] < #Kk JL fE 8 28 Dk ; 

Aa, AHER. 

但 不 要 暗示 你 能 合 干 ， 

有 人 干 讨 而 后 悔 终 生 ， 

太 量 彩色 粉笔 ,化 作 飞 尘 ， 

你 要 为 纽 结 引 进 

让 引 理 油 涌 而 来 , 激 浪 高 波 . 

dA E ia E R E A, 

就 发 明 一 个 精妙 的 理论 ， 

使 费 马 大 定理 ,不 再 烦人 ， 
合唱 {吉尔 伯 特 的 原 词 ): 
你 说 话 举止 酷似 神 魔 ， 


于 是 人 人 入会 说 : 
如 果 这 位 年 轻 人 表达 见解 


用 的 术语 在 我 看 来 不 知 说 什么 ， 
m! 32 r ié 8 FW YK 0 s #€ A 
— É AC 35 48 PE 25 HEB, ML. 


83] 
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本 全 我 们 将 专 讲 关 于 游戏 数学 中 两 个 极 着 名 问题 的 一 些 最 
新 结果 ,这 两 个 问题 鼎 有 点 历史 . 第 一 个 问题 用 不 同 的 止 方形 
锋 砌 曲 闸 ,第 二 个 是 为 公平 地 分 重 糕 而 设计 程序 . 关于 刍 砌 的 
结果 相当 完整 ,而 关于 切 蛋 糕 的 工作 尚 处 于 比较 初级 的 阶段 . 


用 不 同 的 正方 形 铺 砌 曲面 


这 个 问题 是 ,或 更 确切 地 说 ,本 来 是 : 哪 一 种 矩形 能 被 大 小 

不 同 的 正方 形 所 键 砌 ? 图 9.1 例 示 了 一 种 被 9 个 这 样 的 正方 形 
JE HRH3BJBS 32 x 33 EE. 这 个 例子 看 来 是 莫 伦 (Moron) 于 1925 年 
发 现 的 ,万 出 现在 鲍 尔 (Ball) 的 $4 数学 游戏 》( Mathematical Recre- 
ations) P A RE H == 斯 (Sieinhansy 的 《数学 万 花 篇 了 (aihematical 
Snapshots) P, 1940 年 , 塔 特 (Tutte) .布鲁克 斯 (Brooksy .史密斯 
(Smith}) 和 斯 通 (Stene) 证 明 这 是 这 种 例子 中 “最 小 的 "( 见 《 杜 克 
数学 杂志 》( Duke Math. J.) 201940) ,342 一 340)， 这 意思 是 说 ， 
ay 一 种 知 形 能 被 少 于 9 个 的 正方 形 如 此 铺 碟 ， 但 他 们 还 证 
;时 外 恰 有 一 种 和 莽 形 也 能 被 9 个 正方 形 铺 砌 , 即 图 9.2 所 示 的 
61x69 凤 形 , 这 些 作 者 反复 搜寻 ,终于 发 现 了 一 种 能 被 如 此 铺 


号 有 中 到 本, 邮 本 译 人 内 中 的 教学 游戏 上 囊 欣赏 8 .一 一 详 注 
区 有 有 中 译本 避 虹 党 力 尼 镜 站 肯 : 施 提 豪 所 甘 , 活 光 明 译 ,湖南 教育 呈 版 社 , 2000 
年 版 ) .一 一- 语 证 


— &2 一 一 


MEEA. 要 找 一 篇 引 人 和 大 胜 的 普 基 性 文章 ,可 见 马 本 ' 加 德 
纳 CMartin Gardner) 的 关于 趣 题 和 娱乐 是 的 第 二 本 {科学 英国 
AOLE Second Scientific American Book of Puzzles and Diversions , 
Simon and Schuster, 1961) 中 由 塔 特写 的 “化 方 为 方 ”{ Squaring the 
Square JA R— E, 

HUE ,定形 的 这 种 "化 方 " 可 以 用 通常 所 用 的 把 对 边 视 作 同 
一 的 方法 平 几 地 转化 为 柱 面 、 环 商 、 上 默 比 乌 斯 (Mibius} 带 或 记 莱 
Bi (Keine) HA PÉS AEA. 但 是 这 些 曲 面 也 有 着 非 平 凡 的 化 方 ,其 
2AA PHEA (simple squaring) ,这 就 是 说 ,在 这 种 化 方 中 , 铺 砖 
的 任何 一 个 子 集 的 并 都 不 是 一 个 矩形 . 然而 ,不 久 以 前 ,还 不 知 
道 这 些 曲 面 是 否 会 有 所 需 正 方形 少 于 9 个 的 化 方 . 后 来 ,在 
1991 年 ,布雷 斯 上 书 尔 (Bracewell) 发 现 了 默 比 乌 斯 带 的 一 种 内 用 
了 8 个 正方 形 的 化 方 . 最 近 , 这 个 问题 为 查 普 曼 (S.J. Chapman) 
彻 斋 解决 . 或 许 最 简单 人 最 怀 大 的 结果 是 ;一 条 上 xs 的 默 比 乌 
斯 带 能 被 2 个 正方 形 所 铺 砌 ,这 从 团 9.3 可 看 得 十 分 清楚 ， ss 
看 懂 这 个 例子 ,人 们 必须 推广 铺 砌 的 概念 , 即 允许 那个 把 正方 形 
映 入 曲面 的 映射 在 正方 形 的 边界 上 重 竺 . 


由 这 些 都 是 拓扑 掌中 的 典型 晶 面 ,其 中 默 比 乌 斯 带 和 克 莱 因 瓶 的 直观 图 和 象 , 可 
做 网 本 译作 中 4 数学 趣闻 集 搞 (上 阔 的 45—47 页 . 但 读者 应 当 习 惯 一 种 用 和 矩 撒 的 表 
RAR. 者 把 -一 个 矩形 的 一 对 对 过 财 方 向 地 视 作 同 . (Bln Sa JE aqp ka 3E i th 
Tr) ,就 是 一 个 性 面 ; 著 把 一 个 拭 形 的 -一 对 对 边 递 方向 地 视 作 同一 ( 即 把 这 此 形 的 一 
条 边 扭 转 1 欠 度 再 与 其 对 边 粘 合 ), 就 是 一 条 默 比 乌 斯 带 . 对 于 用 矩形 如 此 表示 的 一 
个 社 莉 , 背 骨 把 男 一 对 对 边 同 方向 地 视 作 同 一 ,就 是 个 坏 疝 ;车 再 把 这 男 -对 对 边 
逆 方 问 地 视 作 同一 ,就 是 -个 克 莱 因 显 , 当 热 也 可 以 把 用 征 形 如 此 表示 的 默 比 包 斯 
带 的 男 一 对 对 边 迹 方 向 地 视 作 同 ,这 就 嘴 所 请 “射影 平面 ”一 一 译 证 


— #4 p 


人物 今 考虑 的 都 是 带 有 一 条 过 界 的 曲面, 这 这 使 人 们 把 那些 
下 方形 放学 得 有 一 条 边 问 那 边界 平行 . 坏 面 和 各 业内 手 的 情况 
就 不 天 是 这 样 了 .如 来 正方 形 可 任意 方 回 地 放置 , 则 事 冬 上 任 
何 汕 个 止 方形 都 可 铺 砌 某 个 环 面 . 具体 地 说 ,全 两 个 平方 形 的 
过 长 分 别 光 上 和 疡 ,考虑 把 一 个 过 长 为 e 的 止 方形 的 一 对 对 按 视 
作 则 一 而 得 来 的 环 面 ,其 中 ce* = a? + 52. 图 9.6 表 明了 这 种 鱼 
删 的 方式 ,同时 提供 了 毕 达 哥 拉 斯 定 建 的 -个 新 (?) EAN. 

几 9.7 给 出 了 -一 种 更 为 对 称 的 形式 . 

如 米 只 允许 铺 态 平行 于 这 个 正方 形 的 边 , 则 已 让 明 环 面 没 
# EF L60699 - 化 方 . 默 比 马 斯 带 的 任何 -一 种 化 方 都 给 出 了 克 
菜 因 瓶 的 一 种 化 方 . 如 果 只 用 6 块 或 6 块 以 下 的 铺 砖 ,这 些 就 足 
死 菜 因 身 的 仅 有 的 化 方 ,但 如 果 用 7 块 或 8 志 铺 砖 ,情况 就 不 知 
道 了 . 如 果 铺 砖 不 -: 定 此 平行 于 那个 大正 方形 的 边 ,那么 克 莱 
寺 瓶 的 铺 硒 是否 存在 ,对 此 估 们 也 是 不 其 了 本. 

查 普 竖 解决 这 些 问题 的 技巧 与 卉 特等 人 所 用 的 十 分 不 同 ， 
也 比 他 们 的 简单 . 他 主要 是 甫 元 素 仅 为 0,1 和 - II 的 矩阵 对 铺 
砌 作 了 -一 种 巧妙 的 编码 . 


分 和 量 -~ 


Hi RER RRIA n TA. 我 们 的 口味 各 不 相同 . 

有 些 人 茎 欢 上 面 的 精 衣 , 另 一 些 人 则 偏爱 郝 巧 克 力 馅 心 , 如 此 等 
等 , 是 不 是 存在 一 种 给 我 们 每 人 分 一 块 蛋 烽 的 方法 ,使 得 每 个 
人 都 认为 自己 得 到 了 一 块 在 各 人 所 得 中 最 为 理想 的 蛋糕 (这 样 
的 一 种 分 配 被 称 为 移 妨 已 的 (envyy-free))? 唔 , 那 得 看 情况 , 首 
完 , 那 上 只 和 蛋 糠 的 表面 必须 不 能 过 于 崎 邮 不 平 . 如 果 我 们 所 有 人 
都 逆 饥 那 颗 锐 在 中 间 的 机 桃 ,那么 除非 能 用 某 种 方法 把 这 颗 机 
桃 切 开 分 给 我 们 ,不然 是 无 计 可 施 的 . 这 个 关键 的 性 质 , 即 任何 
分 下 来 的 重 糕 坎 都 能 划分 成 更 小 的 块 , 对 应 于 这 样 一 种 思想 :我 
58) 人 有 有] 的 日 昧 村 用 所 请 “无 原子 的 "测度 来 表示 ,具有 可 列 可 加 性 ,等 

— 85 — 


等 ,等 等 . 在 这 个 模型 中 ,如 果 分 下 来 的 一 块 和 蛋糕 是 指 任 芒 的 可 
测 子 集 , 那 么 有 着 一 个 非常 强 的 存在 性 结论 . 不 但 存在 着 一 各 
无 妨 鼠 的 分 配 ,而 且 存 在 着 一 种 我 们 都 认为 包括 自己 在 内 的 等 
个 人 恰好 得 到 了 那 蛋 糕 的 a 分 之 一 的 分 配 , 用 另 一 种 方式 氢 
述 ,就 是 存在 着 一 种 把 那 蛋 糕 切 成 块 的 方法 ,使 得 我 们 都 对 
A CFARE PEF. 它们 看 上 去 局 样 美味 可 吕 . 这 个 出 
杜 窒 斯 和 斯 帕 尼 和 尔 (Spaniem) 于 1961 年 证 明 的 事实 ,是 由 李 站 普 
诺 太 (Lyapunov) 的 一 个 中 等 强度 的 著名 定理 导出 的 . 这 个 定理 
是 说 ,一 个 向 量 测 度 的 值 域 是 凸 的 . 

然而, 作为 一 件 需要 实际 操作 的 事情 ,蛋糕 的 任意 可 测 块 是 
不 可 能 如 此 容易 地 得 到 的 . J E, 338 92 bay 3 R Fl ( Suromouist ) 
于 1980 年 创建 了 一 个 比较 现实 的 模型 . 在 这 个 模型 中 ,可 以 把 
那个 糕 理解 为 一 个 区 间 , 而 分 下 来 的 蛋糕 块 则 被 规定 为 子 区 间 . 
或 尝 一 种 长 方 体 的 大 面包 是 对 这 种 情况 的 一 个 比较 适当 的 图 
解 . 利用 一 种 不 动 点 定理 ,可 以 证 明 无 妨 虽 的 分 配 总 是 存在 的 ， 
可 是 ,你 所 周知 ,不 动 点 定理 是 非 构造 性 的 ,因此 ,对 人 们 如 何 才 
能 把 这 美味 的 食品 瓜分 得 人 人 都 心满意足 ,斯 特 罗 姆 牵 斯 特 的 
四 内 没有 给 出 任何 启迪 . 

对 这 个 问题 有 着 一 个 截然 不 同 的 处 理 方法 ,就 是 不 仅 要 求 
证 明 无 妨 甩 分 配 的 存在 性 ,而 且 变 求 给 出 一 个 导致 这 种 分 配 世 
程序 ,或 音 说 一 个 协议 (于 面 我 们 将 如 此 称呼 ), 一 个 可 和 作为 原 
天 样本 的 例子 是 关于 平凡 的 两 人 情况 的 程序 :我 们 中 的 一 人 把 . 
这 和 集 糕 分 为 阿 个 部 分 , 另 一 大 则 从 中 挑选 出 他 喜爱 的 那个 部 分 . 
这 和 方法 县 有 显然 令 人 于 分 满意 的 人 性质, 如果 我 们 中 有 谁 最 终 
TOA HOHE Y = ,那么 他 只 能 责怪 自己 . 长 期 以 来 IREN n A 
站 和 蚌 这 度 计 具 有 这 种 性 质 的 协议 ,~- 直 是 一 个 悬 而 未 潜 的 问题 . 
Hz E CORREA A BS Bz Ef PB 5: Se PS T 36 ç 3 H: $ obn Selfridge) 的 

PA eph ST AEM. TARIE FRE. 我 们 把 局 中 人 记 为 

El. #2 8 3. 
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三 人 协议 


第 一 步 ; #1 把 售 糕 “三 分 大 下 ,分 成 对 他 来 说 都 可 以 接受 
的 3 个 部 分 . 


#1 


如 果 #2 利 #3 所 喜爱 的 蛋糕 块 不 相同 ,我 们 就 完事 了 . URA 
是 这 样 ,比方 说 他 们 都 音 爱 A. n 2 ARa A ETER B.T 
是 认为 后 者 至 少 与 C 一 样 计 人 襄 欢 . FE. 

u T [rasa ss] E TAr) 


#2 一 > 


第 二 步 : #2 从 和 上 削 下 一 个 "长 片 "(S) LF A. 使 得 A' 
各 B 对 他 来 说 部 叮 以 接受 ， 


Ë =i #3 在 A',B 和 人 中 挑选 出 他 所 喜爱 的 一 块 . 
情况 T 833 Y a. 那么 #2 就 排 选 B.T # 3 pki C 
(至 此 没 人 产生 妨 记 )， 60 : 


余下 来 的 事 是 分 那个 长 条 . 现在 即使 #3 把 整个 长 条 都 拿 
K, # 1 也 不 会 产生 妒忌 . 除了 这 一 点 ,这 件 吕 就 同 我 们 原来 的 


问题 一 梓 ， 
第 四 步 ;#2 二 分 5， 
PEP: #3 指 选 ,然后 #1 挑选 ,于 后 是 #2. 


yaa: i L Epee =, 有 aae 
Ë - 8 中 = 二 ST RH 
dig HPS: Tš; 
a 


情况 ”#3 设 有 挑选 A'. 那么 #2 就 把 A' 拿 下 . 接 下 来 
的 程序 中 ,内 了 这 次 是 由 #3 三 分 恒 料 ,由 #2 首先 挑选 外 ,其 余 
BIB] BU E FE — Fe 

AERA TE RRE. 首先 , 它 很 节约 ,最 多 只 需要 
SR. 其 次 ,就 像 那个 “我 切 你 先 ” 的 协议 , 它 对 局 中 人 所 能 做 
的 事 作 了 最 少 的 假说 , 上 体 地 境 ,{1) 给 出 任何 一 个 重 糕 卖 和 一 
个 正 整 煞 上 ,人 鼻 设 - -位 局 中 人 能 把 这 个 重 粒 块 分 成 下 个 对 他 来 
说 前 可 羽 接 受 的 子 蛋 米 块 ;(2) 如 果 一 位 局 中 人 诗 爱 … 抉 蛋糕 
其 于 言 爱 另 一 块 重 料 ,那么 他 能 从 前 一 块 和 蛋糕 上 削 下 一 部 分 ,使 
得 剩 下 的 部 分 和 男 一 上 卖 华 糕 对 他 来 说 都 叮 以 接受 , 最 后 ,喜爱 
次 序 只 要 满足 弱 可 加 性 ,也 就 是 说 ,如 末 A,B,X 和 YY 证 不 相交 
的 蛋 料 块 ,而 一 位 局 中 人 将 爱 A 其 于 喜爱 XX, 言 爱 B 其 于 喜爱 阅 ， 
那么 他 襄 爱 AUB 甚 于 喜爱 XU Y. 

迄今 为 止 ,即使 基 对 止 位 局 中 人 的 情况 ,还 没有 发 现 -一 个 能 
满足 所 期 望 条 件 的 协议 . 然而 ,最 近 布 拉 姆 斯 (Steyen Brams) 和 
泰勒 {Alan Taylor) 的 工作 表明 大 们 正在 取得 进展 . 这 两 位 作者 
给 出 了 他们 所 谓 的 一 个 有 限 算法 , 据 此 下 以 得 到 一 个 无 妒忌 的 
HES, 不 过 ,他 们 的 程序 十 分 复杂 , 而 且 看 来 要 求 局 中 人 能 够 
粳 确 地 测定 出 任何 蛋糕 上 块 的 价值 . 沉 且 ,即使 症 四 位 局 中 人 的 
情况 ,对 于 可 能 需要 的 切 熏 粒 次数 也 没有 一 个 事先 估计 的 上 界 . 
作为 一 个 例子 .如果 对 某 位 局 中 人 来 说 蛋糕 康 A 的 入 比 蛋 糕 块 
B 大 了 了 一 下 万分 之 一 ,那么 用 他 们 所 建议 的 算法 就 可 能 禹 要 切 
一 珀 为 次 才能 达到 所 期 望 的 分 配 . 人 们 也 许 希 望 对 一 艇 情况 能 
设计 出 简单 得 可 同 塞 尔 弗 里 奇 的 协议 相 比 较 的 程序 . 另 一 方 
面 ,已 经 有 人 人生 想 这 样 的 协议 并 不 存在 . 一 个 巧 而 未 雇 的 存 趣 
问题 . 


D 关 十 布 把 姆 斯 和 泰勒 的 结果 , 存 兴 起 的 访 者 可 参见 译 者 在 & 科 学 3:996 年 第 1 
期 乒 的 介绍 性 文 单 $ 愉 所 寺 门 工 的 智 蔓 谈 起 》 及 共 所 引 立 献 . 一 一 译注 


分 饮 饼 :一 个 未 解决 的 问题 


一 个 分 配 纵然 是 无 妒忌 的 ,但 要 能 有 春 男 一 些 不 太 令 人 满 
AJTE. 举 一 个 例子 ,假定 你 我 打算 分 一 个 长 方 体 的 天 面包 ， 
我 们 还 是 把 它 比 作 -- 个 区 闻 ,而 且 假 定 在 我 们 两 人 中 无 论 谁 的 
测度 小 ,这 个 面包 关于 其 中 点 是 邓 称 的 . 那么 ,如 果 我 们 在 这 个 
中 点 把 它 一 分 为 二 ,我 们 就 得 到 六 一 个 斯 胃 尼 尔 - 杜 宾 斯 分 配 ， 
在 这 个 分 配 中 ,我 们 俩 都 认为 我 们 每 人 正好 得 到 了 了 那 面 包 的 一 
P. 然而 ,假定 我 生 件 喜 欢 硬 面包 皮 , 因 此 我 特别 想得到 那 面包 
的 两 头 ,前 你 劫 最 好 不 要 这 些 部 分 . 于 是 ,如果 我 们 以 其 种 方式 
把 这 面包 一 分 为 二 ,你 拿 中 间 , 我 拿 两 头 ARNAR DES SE 

一 般 地 ,我 们 说 一 个 分 配 是 次 要 的 (dominated) ,是 指 存在 别 
一 个 分 肯 , 它 使 所 有 局 中 人 分 到 比 他 们 在 前 -- 分 配 中 的 所 得 更 
为 可爱 的 部 分 . 显然 ,最 终 的 分 配 如 果 既 是 非 次 要 的 又 是 无 妨 
反 的 , 那 将 是 十 分 令 人 满意 的 . 于 是 有 一 个 一 般 的 问题 ;在 一 个 
给 定 的 模型 中 ,这 两 个 条 件 是 否 总 能 同时 得 到 满足 ?在 这 里 ,要 


请 读者 回忆 -- 下 斯 特 罗 姆 硅 斯 特 的 模型 ,在 这 个 模型 中 ,所 有 分 ' 


下 来 的 部 分 都 被 规定 为 一 个 区 间 的 子 区 间 ( 这 木 同 于 前 面 那个 
例子 ,在 那里 我 所 分 到 的 是 两 个 不 相交 区 间 的 并 ). 事实 上 ,对 
于 这 种 斯 特 开 婚 硅 斯 特 分 了 配 , 我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 ”一 个 无 钙 总 的 斯 特 罗 姆 硅 斯 特 分 配 自动 地 是 非 炊 要 


ùJ. 


证 明 S P EAA RE SF HE n 4 f HAI 9: 82: uj 
分 ,而 9 ASTE- -AEIR E n 个子 区 间 的 划分 ， 
TIE, WH Po RARR EA A ETE p F 1 
EPERE 天 它 严 格 地 包 舍 了 总 下 的 某 个 区 间 所 用 一 分 钟 对 此 
E— F). 但 是 这 样 一 来 ,在 分 配 0 下 得 到 ,的 不 管 是 谁 ,他 的 


所 得 都 不 会 比 他 在 P 下 的 所 得 更 为 理想 ,因为 他 育 爱 了 的 程度 
至 少 同 宵 爱 一样, 而 他 喜爱 他 在 P 下 了 所 得 的 程度 至 少 同 吝 爱 7 
E. 后 者 的 理由 是 P j ipi EN]. E 

这 个 定理 把 我 们 避 呵 了 饮 饼 问题 . EAA, E 
给 三 个 人 ,而且 规 定 分 下 来 的 饮 饼 要 上 只 有 传统 的 形状 , 也 就 是 
说 ,是 悄 形 . 


是 否 必 定 总 存在 着 一 种 分 配 , 它 既是 无 妨 妃 的 又 是非 次 要 的 ? 
我 们 都 会 犯错 误工 


作为 对 我 征求 著名 数学 家 犯错 误 例 子 的 响应 ,有 几 位 读者 
所 到 了 勒 贝 砍 的 一 个 众所周知 的 错误 . 下 面 这 段 精彩 的 描述 是 
由 林 德 {Doug Lind) 22 iH ÉS. 

“WR RENEW FEL -AEE R (Boreh ORBE 
是 百 线 二 的 一 个 博 定 尔 子 集 [ 见 《关于 可 解析 表示 的 畏 数 》(Sur 
le fonctions représentable analytiquememnt) , ZE (Pr a aB y Joumal 
de Mathématiques ) , Series 6, Vol, 1(1905), p.195]. 他 的 论证 用 到 


T HEAK, BBA ESTE ÉE n ERREEN EJAT EE, A 6 £u Sk yk i 
人 .并 , 交 的 运算 而 得 到 的 点 集 .. 一 -译注 
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了 这 样 一 个 "事实 " :如 果 人 竺 平面 上 有 一 个 单调 减少 的 集 序 列 定 ， 
那么 它们 的 交 的 投影 就 是 它们 的 投影 的 交 ( 在 以 “Supposons que 
e soit F de class 1 ou 2' 名 开头 的 第 三 段 文字 中 }. 这 当然 是 错误 
的 (没有 - 个 一 年 级 研究 生 会 犯 这 样 的 错误 1) ,但 它 却 导 教 产生 
了 关于 解析 集 3 的 苏 斯 林 {Suslin) -和 鲁 津 (Lusin) 理 论 .[ 暂 停 20 
秒 , 请 读者 找 出 一 个 明显 的 反例 .] 
“和 鲁 津 其 至 要 求 勒 页 格 为 他 关于 解析 集 的 著作 [ 即 《 解 析 集 
及 其 应 用 教程 了 (Tepons sur les Ensembles Analytigues et leurs Applica- 
tions ) ] 写 了 一 篇 序言 . 其 中 勒 风 格 说 道 ,这 是 他 所 犯 的 最 富有 成 
RAREN [62. 


T H EA Ar DA... ASA. Di -ARS A (n = 上 ,32,11+1， 
ej. 泽 注 

DHR, EAEI = 为 第 1 类 或 第 2 类 的 F”. Pk E F u[BËjE (onction( H 
问 并 稍 卫 .一 译注 

TH E An HERKEN Ex 0, 中 的 博 间 尔 集 厅 10,1 的 投影 就 是 解析 
fE. 但 解 梧 集 的 概 意 要 广 得 党 .这 里 仪 是 一 个 特 语 ， Fš: 


-63, 


勤劳 的 蚂 岗 


本 书 的 大 多 数 读者 无疑 对 碌 韦 那 著名 的 生命 游戏 中 十 分 部 
A. 这 个 游戏 中 的 "生命 "是 所 谓 “ 胞 腔 自动 机 的 一 个 例子 . 我 
EREHE -ARAA EL, A a. 虽然 它 摘 述 


这 个 蚂 虹 生活 在 被 光标 网 烙 划 分 成 一 个 个 “ 胞 腔 A F EI 
L. 胞 眶 有 两 种,-… 种 是 白色 的 ,一 种 是 炭 色 的 (后 面 我 们 还 将 
引进 灰色 的 胞 腔 ). 最 初 , 这 个 晤 蚁 有 果 在 …… 个 称 为 原点 的 胞 腔 
内 , 关 刘 着 东南 西北 中 个 方 回 之 一 它 开 始 按 下 述 规则 一 个 胞 
E-A Bae BB K 47: CERE VA AEA. 当 它 腿 进 的 基 
一 个 日 色 { 沼 色 ) 胞 腑 时 , 它 就 向 右 ( 向 左 ) 转 90°, 市 这 个 胞 腔 志 
HERSCHELIA). MURDER RIRKA. 给 定 了 巍 白 胸腔 的 菜 种 
分 布 后 ,游戏 就 这 么 开始 广 , 且 看 这 个 蚂蚁 如 何 动 作 . 

DEREDE HEA, MRI RAAR. 这 个 特例 是 
一 般 情况 的 一 个 旧型 - 在 蝠 蚁 旅行 的 初期 ,大 约 开 头 500 步 内 


T 一 张 些 标 方 格 图 下 分 布 着 一 些 " 生 傅 "， Op op E 3 个- Be 
是 : 若 一 个 牛 合用 2 或 3 个 生 俞 便 郭 居 , 刚 它 下 存活 , 藻 刚 天 袜 ; 若 一 个 空 自 的 小 方 
HARRA 3 个 生命 , 则 一 个 生命 在 此 小 方 懂 中 诞生 . 这 就 是 生命 游戏 . 其 音义 在 
于 ,如 此 简单 的 规则 竟 产 生 了 ' 沾 变 万 化 的 牛 灭 过 程 . 该 者 可 到 htp: pup. mah. 
wise .eduxLife32.bhuni 去 和 下载 一 个 叫 微 Life32 的 软件 来 观 党 这 个 游戏 .一 -译注 


Ë 10.2 


iH 10.1 


FB 10.4 


图 10.3 


ËB 10.5 


Pš: 


E, CAR HEIR, P F h PA Fi BE šH Pl TRAR, 
i 10.1 ~ E 10.4 WR. 据 我 所 知 ,还 没有 人 大 对 为 什么 会 出 现 
这 些 图 案 作 出 一 个 解释 . 然而 ,过 了 一 会 儿 , 局 面 就 变 得 相当 训 
乱 , 这 种 状况 天 约 持 经 了 10000 PAA. 但 此 后 这 个 蚂蚁 似乎 
突然 决定 了 它 要 去 的 地 方 , 于 是 义无反顾 地 朝 首 正 西南 而 去 , 留 
下 了 如 图 10.5 所 示 的 那个 周期 性 图 案 , 服 早 要 人 注意 这 个 现 
象 的 普罗 普 把 这 个 图 案 称 为 一 条 公路 . ETAR, BREE 104 
步 ,就 来 到 它 刚 才 出 发 点 西南 两 个 单位 的 地 方 , 然 后 便 无 体 止 地 
重复 这 个 过 程 . 

站 有 果 最 初 有 一 些 黑色 的 胞 胜 ,那么 这 个 旺 蚁 当然 会 循 着 另 
外 一 条 路 线 行进 ,但 是 在 几 百 议 试 验 中 , 它 最 后 总 是 沿 着 四 个 可 
能 的 对 角 线 方 同 之 一 建造 出 一 条 公路 . 这 种 情况 是 必定 会 发 生 
的 吗 ? 没有 人 知道 . 但 是 有 一 个 十 分 迷人 的 结果 , 它 是 由 布 尼 
HEA (L. A. Bunimovieh) PAF 32 EI a EHESS. E. Troubetzkoy) HE 
HRY. 

定理 一 个 蚂 虑 的 轨道 总 是 无 界 的 ， 

证 明 首先 注意 狠 这 个 蚂蚁 的 旅行 规律 是 可 逆 的 . 人 
腑 的 图 案 和 晤 迪 的 当前 位 置 及 萌 向 决定 了 它 来 自 材 个 胞 腔 . 
如 村 一 条 蒜 道 是 有 上 界 的 ,那么 总 有 一 个 好 图 过 如 早 会 重复 出 
现 ,因此 ,根据 上 述 注 意 到 的 事实 ,这 条 道路 一 定 是 周期 性 的 ,从 
而 每 个 援 访问 过 的 胞 膛 一 定 会 被 无 穷 多 次 地 访问 . 现在 ,请 注 
总 一 个 关键 的 事实 ,就 是 这 个 蚂 静 的 爬行 是 油水 平方 向 和 沿 重 
HARZET. 这 意味 着 这 个 平面 上 的 胞 腔 可 以 划分 成 
h 胞 腔 和 v 胞 腔 , 就 像 国际 象棋 棋盘 那 种 式样 ,前 者 总 是 党 水 平 
方 回 被 访问 ( 即 从 左边 或 者 从 右边 进入 ), 后 者 总 是 洪 玲 上 自 方向 
被 访问 ( 即 从 上 边 或 者 从 下 边 进 入 ). 现在 考虑 - -4 48 Yx T hu iz 
ira Pn Be K BJ” aE 条, 这 意思 是 说 ,在 这 a 
石 方 没有 一 个 胞 竹 被 这 个 晤 蚁 访问 过 . 假定 ME -个 h 胞 腔 ， 
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那么 根据 它 的 最 太 性 ,蚂蚁 一 定 是 从 左边 进入 而 从 下 边 出 去 的 ， 


因此 这 个 胞 腔 原 来 一 定 是 白色 的 . 
色 , 于 胰 下 一 次 蚂蚁 从 左边 进入 时 ,就 必须 从 上 边 出 去 . alei 
大 性 发 生 了 芥 盾 . WE MÆ- 
TEITE , RIIET 
这 个 游戏 的 一 种 变化 是 引进 第 三 种 类 型 的 胞 腔 , 一 种 灰色 


但 是 它 接 下 来 就 变 成 了 霜 


个 vy 胞 腔 , 则 证 明 过 程 类 似 . 


的 胞 有 昨 , 它 们 的 性 质 是 : 当 疏 进 这 样 一 害 胞 整 时 ,蚂蚁 只 是 沿 它 
原 呈 的 方向 继续 行进 ， 克 色 胞 腔 不 改变 自己 的 类 型 ,它们 水 远 


RARE. 


注意 在 这 个 模型 中 ,上 上 述 无 界 性 定理 的 证 明 失 效 
了 ,因为 青 也 不 可 能 把 胞 腔 划 分 方正 胞 腔 和 * Hay. I H FL 


EC.D.Pohen) 确 实 发 现 了 一 个 十 分 简单 的 初始 构 形 例子 ,如 


图 10.6 所 示 ,已 产生 了 


一 条 每 52 7F 3 E R S EE 


Ju Kk t — HUK t aE 其余 胞 腔 都 为 白色 ， 由 此 出 
发 ,大 们 得 到 了 一 些 相当 美妙 的 图 案 . 图 10.7~ 图 10.10 家 明 ， 


起 官 这 个 坚 蚁 的 行为 多 么 像 一 只 


蜘蛛 在 织 一 张 网 , 但 渐渐 地 不 


对 称 现象 出 现 了 ,人 而 大 约 到 0000 步 时 ,公路 的 建造 就 开始 了 于 


T BRAE E Ba pe fu makas aE IE E] iy. 中 那个 孤 闻 的 厅 色 上 胞 腑 其 位 置 与 
S IJ. 可 能 它 开 不 是 左 色 胸腔, 出 是 - -个 处 十 由 黑 空 和 {或 由 白 奕 黑 ) 过 程 中 的 乃 
FE tB HI BEE A Y TOR RT BES ky yi = Ik A — j 
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图 10.9 


10.8 


H 10.10 


他 在 某 种 程度 上 详 
TIER TEOL. 
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它 的 


这 个 蚂蚁 是 
究 了 


细 地 研 


直 尺 作 
的 最 好 方法 ,下 如 


道 的 卉 样 ,是 
可 中 在 


个 人 静 知 i 


48 


学 科 


学 科 . 有 时 候 


一 门 新 
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去 教 这 门 
HEE 
却 对 此 


有 
年 级 的 


二 上 


:我 
级 利 


l 


原 


K IL: 


这 门 课 种 打 算 讲 关于 几何 作 图 的 内 容 ,但 


1 


T 


a 


A. 


FE 


意外 . AEREA 


感到 十 分 . 
门 课 程 的 时 候 ， 


并 不 是 用 传统 的 直 尺 和 圆规 ,而 是 用 


计 一 


UBA. 


一 把 “可 慰 上 记号 


电 就 是 说 ,所 提供 的 J; 具 只 能 钙 一 支 名 笔 ,一 块 稳 度 擦 ,以 及 用 
白色 卡 纸 裁 成 的 一 个 年 形 长 条 ,人 们 可 以 在 上 商标 上 (和 人 擦 去 ，) 
记号， 


作为 … 种 热身 ,计划 要 求学 生 们 用 这 些 了 县 沃 定 在 欧 10. 
11 — Ë 10.13 中 哪 条 线 自 比较 长 . 作为 一 种 变化 , 接 王 来 可 以 要 
求 他 们 在 图 i0.14 中 他 们 认为 是 箭 杆 中 点 的 地 方 标 上 一 个 点 ， 


然后 用 这 把 直 尺 米 确 定 他 们 前 估计 相 对 于 盐 正 的 中 点 来 说 是 偏 
> 
` 
图 16.11 


10.12 
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图 10.13 


图 10.14 

左 了 还 是 偏 在 了 . 这 得 的 想法 是 ,看 一 看 这 些 学 生 是 将 能 够 在 
这 把 直 尺 上 适当 地 标 上 记号 ,并 用 来 比较 他 们 所 估计 的 点 与 那 
箭 杆 两 痊 点 的 距离 . 这 里 用 了 众所周知 的 视 错觉 现象 ,目的 是 
尘 他 们 相信 ,开心 进 行 这 此 测量 还 是 有 一 定 意义 的 ， 

这 后 一 个 练习 引出 了 和 作 图 问题 的 第 - -个 例子 . 给 出 - :条 线 
段 ,我 们 怎样 才能 用 这 把 站 尺 来 找 出 它 真 正 的 中 点 ? 我 所 建议 
的 解答 可 能 将 不 得 不 演示 给 学 生 们 , 它 是 :在 这 条 线段 的 两 个 端 
气 处 作出 两 条 等 长 的 垂 线 ,然后 把 它们 的 器 点 连 起 来 ,如 疼 10. 
15 世态. 到 这 一 步 ,我 假定 这 把 直 尺 是 一 个 真正 的 矩形 ,所 以 
ERRES FF. 后 面 我 将 回 到 这 - -点 .) 这 可 以 引出 革 
些 有 意义 的 讨论 . 要 求学 生 解 释 他 们 怎么 知道 这 样 的 作 图 确实 
是 找 放 了 那个 中 点 ,就 把 他 们 带 进 了 对 称 这 个 重要 的 主题 . (这 
旦 说 几何 高 题 的 话 , 可 以 把 规则 让 变 一 下 , 即 允 许 学 生 利 用 - - 
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张 亚 遂 的 纸 , 再 加 上 他 们 的 铅笔 ,来 找 出 这 个 中 点 ,看 RAZ 
少 宁 生 能 想到 在 那 张 纸 上 追 当地 标 上 记号 并 将 之 折 疙 的 方法 . 
这 也 是 很 有 趣 的 ， 据 我 有 限 的 经 验 , 一 个 护 子 完全 有 可 能 像 一 


个 大 人 那样 完成 这 件 事 . ) 
图 10.15 


下 -此 是 用 图 10.16 中 的 作 图 来 把 一 条 线段 三 等 分 . 这 里 
又 有 一 次 机 会 引出 某 些 相关 的 涩 论 , 例 如 为 什么 我 们 认为 右边 
线段 的 长 度 是 整 条 线段 长 度 的 三 分 之 一 . 在 这 以 后 ,可 以 要 求 
学 生 自 己 动 手 把 一 条 线段 五 等 分 ,等 等 ， 


图 10.16 


MARETA RER ERHET. PIA — 4 3 kb 3 26. 
JE GEREI- -条 水 平 的 线段 ,此 求学 生 以 这 条 线段 为 底 
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HH- SU AE. 这 里 的 思路 号 , 先 作 这 条 线段 的 中 王 线 ， 
然后 把 这 条 线段 竟 衣 总 标记 在 真 凡 上 ( 国 10.17). 


10.17 


关于 用 这 把 标 上 记号 的 直 尺 允许 进行 哪些 操作 ,现在 有 必 
要 作出 稍微 准确 一 点 的 说 明了 了. 正如 上 面 这 个 练 忆 所 表明 的 ， 
大 们 可 以 找 出 一 条 给 定 直线 与 … 个 具有 给 定 圆心 和 给 定 半径 的 
区 的 节点 .尽管 人 们 不 能 画册 这 个 圆 . 用 另 一 种 方式 报 述 ,给 出 
-一条 直线 工程 一 个 不 在 二 上 的 点 号 ,并 在 那 把 直 尽 上 给 出 两 个 标 
记 4 AR, AIET GEARRE A REP E, BAME L 
EMATE L 二 得 到 一 个 新 的 点 局, 34., aE X Rh a E. uj LJ 
实 更 的 ,实际 上 ,所 有 经 碍 的 尺 规 作 图 都 是 可 以 实现 的 ,因为 从 
这 里 不 难看 出 作出 “线段 的 平方 根 ” 的 方法 . 

下 一 个 练 卫 是 演示 怎样 平分 -个 角 (在 角 的 两 条 边 上 分 别 
慰 . 苇 与 钊 质 点 等 距离 的 点 ,在 这 些 点 处 作出 垂 线 , 连 接 垂 线 的 交 
sJ PHIM a). 我 正 想 写 下 一 些 评 注 , 大 意 旦 : 虹 然 如 我 们 湖面 
上 所 看 到 的 ,我 们 可 以 用 我 们 的 直 尺 “三 等 分 ”一 条 线段 ,但 是 对 
角 来 说 ,类 似 的 作 图 已 被 证 明 是 不 可 能 的 . 我 志 上 就 意识 到 这 
个 结论 是 不 对 的 ! 这 里 有 一 个 三 等 分 角 的 作 喜 , 它 归功 于 煌 羡 
斯 (Pappus) ,其 中 只 用 到 一 把 标 . 上 记号 的 直 尺 (图 10.18). 
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图 10.18 

8 BOO 是 角 POO 的 三 分 之 一 ， 
证 明 如 图 所 水 ,线段 AB BJ EE Op AIRT. AEM P 
向 AB RPA M Eg P Ek. 那么 PM RJ IS S d, yx WS S 


你 从 这 里 出 发 便 可 把 它 拿 下 . 
二 芷 疝 是 来 了 :人 人 么 是 一 把 标 上 记号 的 袁 尺 能 做 而 -- 套 传 
统 的 本 信和 圆规 不 能 做 的 事 ? 在 上 述 作 图 中 ,先是 性 意 取 了 点 
PRAM P OO IEE. 坝 在 在 那 把 直 尺 上 标 上 间距 为 2z 单 
位 的 点 4 和 吾 , 而 且 我 们 得 把 直 尺 放置 得 (1) 使 它 经 过 点 O. (2) 
使 标记 4 ABE PR E, (3) ini B 2FEPS E. 这 是 --- 步 至 关 重 
时 的 动作 . 重 一 般 邮 ,给 出 一 条 直线 L sl— AS r EAP, 
以 及 直人 以上 的 摧 个 标记 XR 和 Y. 现在 , 当 把 赴 尺 放 里 得 总 是 经 过 
PP 而 使 总 是 处 在 并 十 时 ,考虑 由 了 描 出 的 轨迹 . 这 条 辆 迹 你 为 
此 科 米 巡 斯 {Niromedes) 的 是 线 , 是 由 一 个 4 沈 方 程 给 出 的 . 图 
10.19 表明 了 它 的 典型 图 象 ， 当然 不 允许 画 出 这 条 昨 线 ,但 我 们 
可 以 找 出 它 与 -条 直线 的 交点 ,就 像 在 帕 普 斯 的 作 图 中 那样 . 
在 操作 上 ,这 相当 于 把 直 尺 放置 得 使 那 两 个 给 定 的 标记 其 和 Y 
处 在 一 对 给 定 的 直线 上 ,然后 "滑动 " 直 尺 ,始终 让 标记 处 在 吉 
线 上 ,直到 革 尺 经 过 一 个 给 定 的 点 , -一 个 很 容易 执行 的 操作 . 
项 往 有 一 件 有 趣 的 事 , 即 这 个 是 线 动 作 让 人 和 们 再 但 能 三 等 
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分 角 ,而 且 事实 二 能 作出 任何 最 蜗 达 4 次 的 密 项 式 的 实 根 或 复 
根 . 这 里 的 技巧 是 证 明 可 以 作出 下 数 的 立方 根 . 图 10.20 表明 
了 怎样 做 到 这 -点 . 结论 是 :x 是 a 的 Y 方 根 ( 这 里 用 黑体 字母 
[70] 表示 长 度 ). 当然 ,这 可 以 用 解析 的 方法 来 证明 , 但 是 如 采 人 们 


10.20 


不 把 事情 处 理 得 比较 合宜 的 话 ,那么 计算 起 来 就 会 乱 成 一 团 ， 
HÆ ESE Menelaus) EPET EI A H -AEk UE H, 


TR PRERS E TE LAIEMA REIRE JL) E s r IH 36 E PE 
成 “ 门 案 劳 斯 定理 ” .一 一 译注 
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在 作 图 时 ,要 选 定 -个 单 你 长 度 , 在 这 里 就 是 OP. MEM 
出 长 度 为 a 的 线段 48, 作 出 等 腰 三 角形 APR, S 口 ,以 及 线段 
AB 和 和 OB 的 延长 线 . 然后 利用 这 上 条 直线 区 太 点 P, ADAR 
上 标 好 的 相距 1⁄2 的 记号 ,通过 " 昨 线 动作 ”, 定 出 点 Q. 

最 后 .利用 三 等 分 角 利 立方 根 的 作法 ,我 们 就 可 以 作出 复数 
的 立方 根 ( 棣 莫 弗 (de Moivre) 定理 ). 再 加 上 平方 根 的 作法 ,就 
足以 作出 征 何 最 高 达 4 次 的 多 项 式 的 根 . 

这 一 切 的 用 意 在 于 前 面 提 到 的 观 总 , 即 用 这 种 看 来 原始 的 
工 共 ,大 和 可 以 完成 用 经 典 的 尺 规 作 图 操作 不 可 能 完成 的 作 图 . 
(an, RIME F (Galois) 理论 ,我 们 知道 可 以 作出 一 个 正七 边 
形 , 同 样 也 可 以 作出 正 13 AUE AIE 19 边 形 , 但 不 能 作出 正 1138 
J. 一 般 地 说 ,对 于 素数 ,如 果 p -1 只 有 2 和 和 3 作为 素 因数 ,我 
们 就 可 以 作出 一 个 正 p 边 形 . 

现在 馈 到 作 垂 线 这 个 题 日 . 人 们 可 能 要 亲 , 是 不 是 那 把 直 
KERA ET A. PAn, BE RRE: 


FURIE JE AON, RITME RE PEETER? 答案 是 能 .要 对 
RE ARER EA EIER RER …… 但 是 转念 一 想 ,还 
是 让 我 把 这 个 作 图 问题 留 作 练习 吧 . 我 的 解答 包括 如 两 条 辅助 
线 和 两 个 辅助 点 ,还 监 六 育 凡 上 做 两 个 标记 另 一 方面 ,从 一 个 
给 定点 同一 条 给 定 直 线 促 … 荣 笠 线 , 那 得 费 我 上 四 条 直线 和 二 个 
可 斥 标 记 , 介 是 没 有 附加 的 点 . 作为 一 种 进一步 的 变化 ,可 假定 
我 们 要 经 过 4 HUB 两 点 量 -- 条 二 线 , 但 是 这 两 点 的 距离 人 于 自 
REKE. 对 此 我 将 假设 ,通过 小 心地 选 定 OD Hi, 人 人 们 能 够 
从 ABEG -4 02, E S p 的 距离 不 超过 自 尺 的 长 度 ， 十 是 我 
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得 到 了 一 个 多 少 有 点 笔 相 的 作 图 . 

不 用 谱 , 可 能 除了 上 一 段 中 这 些 非常 初等 的 捉 实 外 ,前 面 所 
说 的 结果 没有 一 个 是 新 的 ,这 些 材料 的 一 个 来 源 是 一 本 由 丹 壶 
LRR RRR SE. Hjelmslev) 所 的 有 趣 的 书 , 叫 敌 & 几 柯 
实验 》( Geometriske Eksperimenter), 它 已 被 译 成 德 人 请 ,作为 4 数学 
和 自然 科学 教学 共 志 3( Zeitschrift für Mathematischen und Natur- 
wissenschaftlichen Unterricht) 的 一 本 附 册 于 1915 年 由 版 , FABA 
姆 斯 到 去 的 说 法 ,上 面 给 出 的 立方 根 作 法 没有 证 明 地 上 出 现在 牛 
(Newton) PJ X R Arithmetica Universalis , Cambridge, 
1707) 中 . 但 耶 尔 姆 斯 列 夫 声 称 牛 顿 的 证 明 上 内 是 在 尼 科 米 迪 斯 
给 出 的 证 明 上 稍 作 修改 而 已 . 

我 想 人 人们 可 以 把 这 些 内 容 再 向 前 推进 ,考虑 同时 用 一 把 有 
标记 的 直 扩 和 … 把 圆规 能 够 完成 的 作 图 . 这 将 产生 最 高 达 8 次 

721 的 轨迹 .或许 这 样 的 研究 已 经 有 人 在 做 了 . 


一 306 一 


人 们 在 玩 的 游戏 


对 策 论 这 门 学 科 如 邻 已 是 数学 的 一 个 十 分 坚 插 的 分 支 ， = 
门 的 郑 作 有 几 十 本 ,研究 性 论文 有 几 百 箭 E BHI RR 2 as 2 
有 两 种 . 对 策 论 以 许多 近 然 不 同 的 面 钞 出现, 包括 经 A 政治 
的 , 平 事 殉 ,当然 ,还 有 絮 乐 的 :但 所 有 这 些 污 规 和 部 有 一 个 共同 之 
处 . 除了 极 少 数 例子 外 ,用 作 分 析 的 对 策 游 戏 并 不 是 传统 上 己 
经 存在 的 游戏 ,而 是 … 些 新 游戏 ,发 明 这 些 新 游戏 不 是 供 人 们 玩 
的 ,而 是 供 人 和 们 分 析 的 . 有 少数 几 个 例外 ,如 " 连 点 成 合 ”(Dets 
and Boxes) 游 戏 卫 , 它 在 对 策 论 产生 之 前 就 有 了 ,就 在 最 近 , 伯 利 
Ik (Elwyn Berlekamp) 又 把 组 全 对 策 论 中 一 些 最 为 成 总 的 思 和 于 
用 到 了 图 楼 的 某 些 对 阵 局 面 上 ., 然而 ,这 个 工作 与 实际 下 膨 拱 
没有 入 么 关系 ,就 像 国 际 镀 棋 中 排 局 与 下 棋 没 有 什么 关系 一 样 . 
说 这 些 酉 赴 为 了 引出 以 上 这 和 件 事 情 ; 与 上 述 说 法 相反 . 佩 特 
Aiia AR ERRA ARA. fe GEA SEA IAE e i Ra AL AE pA E A a i A 
HEX ER E K dH it i gik Ee pT AERA A RLD a KD A R L SY 
To RR ADHA T HGR FU. EAA E — R E A, AEA AGE. PEA 
HHE 883 LTE JEA" g TOE GERE. ú] S tl ZEE 18. 35 e Bi HU rr pp 
Seat 1] CH pa aquta PRA ER. Luis PLE PE Ty I Wa ki, 1990 t HR iF B3 Ti Z A Bz 
AEE, ATI S MGA PARRA h h F yas TE a e AR AH E R E 
由 ayer JHAJ. --— EE tE 
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#&( Michael] Patemon) W 24 HE sa, (Un Zwick) Fer HZ 38 e A 1138 
RHB“ Tee B8RB8U( Concentration )WF 4k fE f JUK Sc e R rir. 这 个 
游戏 计 多 读者 无 疑 在 孩童 时 代 玩 过 ,要 不 ,后 来 也 许 同 蕊 子 们 玩 
ii. -EH n 对 小 组 成 的 纸牌 ,经 洗 牌 后 正面 向 下 地 捧 在 一 张 
ETE. 一 人 世 局 中 人 翻 关 一 张 牌 , 接着 肯 翻 开 一 张 牌 . 如 果 这 
两 张 牌 配 成 一 对 ,这 和 位 局 中 人 就 把 这 对 有 牧 归 已 ,并 有 权 请 翻 两 张 
牌 . 如 果 不 是 一 对 ,这 两 张 选 出 的 牌 就 要 天 成 仍然 正面 向 下 , 接 
普 便 轮 到 对 手 翻 有 牌 ， 最 后 谁 手中 积累 的 牌 对 多 , 谁 就 是 赢家 . 
因为 对 局 双方 都 看 到 了 所 有 翻 开 过 的 牌 , 所 以 这 个 游戏 的 取胜 
之 道 在 于 能 记 住 先前 翻 并 过 的 牌 和 的 位 置 , 于 是 , 具有 照相 机 般 
记 反 力 的 大 应 该 二 得 很 好 . 但 是 ,如 果 对 局 双方 都 有 完美 的 记 
忆 力 那 会 怎样 ? 这 样 会 不 会 成 为 一 件 只 是 靠 抽 牌 运气 的 事情 ? 
这 两 位 作者 的 第 一 个 惊人 结论 是 :事实 上 ,可 以 采取 有 策略 的 行 
动 ,而 太 有 时 候 故意 证 一 步 " 僵 着 ”是 有 利 的 . 我 们 期 证 说 明 . 

考虑 一 副 由 四 对 牌 组 成 的 纸牌 ,比方 说 ,一 如 A,- K, — 
对 QQ 和 一 对 了 你 的 对 手 首 先 翻 牌 ,他 翻 出 了 一 瀛 A 和 一 张 开 . 
接 下 来 你 翻 出 耳 另 一 张 A, 于 是 把 这 对 拿 下 ,继续 再 翻 . 这 次 
你 第 一 张 牌 翻 出 了 QQ, 至 此 游戏 的 局 面 如 下 图 所 示 . 


那 张 上 画 了 点 ,表示 虽然 它 正面 向 下 ,但 它 的 位 置 已 为 
你 们 双方 所 划 . 事实 上 ,既然 局 中 人 都 上 共有 完美 的 记忆 力 ,我 们 
不 妨 假 斌 翻 开 过 的 牌 仍 然 保 持 正面 四 上 , 那 张 9 本 米 翻 开 着 ， 
向 其 余 牌 的 情况 则 不 得 而 知 . 现在 你 必须 翻 第 二 张 牌 ,所 以 很 
日 然 , 你 应 该 去 翻 开 一 张 正面 向 下 的 未 知 牌 . 错 了 ! 正确 的 做 
法 是 狠 开 屠 张 K, 遇 然 你 知道 这 样 你 将 一 无 所 获 ,而 日 楼 把 翻 牌 
权 放 给 你 的 对 手 . 理由 何在 ? 好 吧 , 如 果 你 去 翻 妇 外 一 张 牌 , 那 
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么 那 张 牌 是 芽 的 概率 为 172. 在 这 种 情况 下 ,你 的 对 于 将 把 那 三 
对 牌 全 部 拿 去 . 因此 你 的 平均 损失 是 372. 另 --… 方 面 ,如 果 你 没 
有 拙 到 本 ,那么 你 将 以 同等 的 可 能 性 抽 到 玉 或 口 ,而 根据 对 称 性 ， 
可 关 你 在 前 一 情况 下 的 平均 损失 等 于 你 在 后 -情况 下 的 平均 所 
得 ,因此 体 的 总 体 平均 损失 是 3⁄2. 另 一 方面 ,假设 你 去 翻 开 那 
张 你 知道 是 氏 的 脾 . 现在 你 的 对 手 以 1⁄2 的 概率 抽 得 J, 接 下 来 
将 根据 他 是 否 持 到 另 - 张 上 而 赢得 或 拓 去 那 三 对 牌 , 因此 他 的 
数学 期 望 是 - 1⁄2. 如 果 他 抽 到 天 或 人 0, 却 么 他 将 拿 下 一 对 牌 ， 
接 下 来 他 医 得 者 两 对 牌 的 可 能 性 是 他 失去 它们 的 囊 能 性 的 两 
fm. 这 个 他 的 数学 期 望 为 545. 因此 他 的 总 体 平 均 所 得 ,也 就 是 
你 的 总 体 平 均 损 失 ,是 123. 总 而 言 之 ,如 上 时 你 们 约定 一 对 牌 以 
一 美元 计 , 那 么 你 的 " 傻 着 ”只 使 你 破 费 33 美 分 ,而 旭 果 你 按 通 
党 的 方法 玩 , 体 就 政 玻 费 - 一 个 半 美 元 (从 现在 开始 , 症 所 有 的 分 
村 中 都 候 定 体感 兴趣 的 只 是 使 你 的 平均 赢得 达到 最 大 ,而 你 的 
局 得 就 是 你 所 得 的 牌 对 数 与 对 六 所 得 的 牌 对 数 之 莽 ). 

当然 ,上 述 计算 背后 的 常识 性 道理 是 寺 分 清楚 的 . 在 决定 
是 否 要 翻 开 第 一 张 牌 的 时 候 , 你 在 你 得 到 -- 对 牌 的 机 会 和 相反 
假如 你 没有 成 功 你 给 对 方 的 信息 之 间作 了 权衡 ,作为 这 方向 的 
一 个 最 简单 的 例子 ,考虑 一 副 只 有 两 对 牌 的 纸牌 . 那么 先 翻 腑 
显然 是 不 利 的 ,因为 你 只 有 三 分 之 一 的 机 会 得 到 一 对 牌 ,而 如 果 
你 纹 能 得 到 ,这 两 对 牌 你 部 会 失去 . 那么 基 不 是 一 副 牌 无 论 多 
少 总 是 先 翻 不 利 ? 对 于 一 副 只 有 3.4 或 4 对 牌 的 纸牌 ,答案 是 
皮 害 的 ,但 如 果 有 6 和 7 对 牌 , 先 酮 牌 的 局 中 人 人 将 占 得 上 风 ,， 从 
这 以 司 , 将 按 这 副 牌 扩 合 的 牌 对 数 是 奇数 还 是 偶数 而 分 别 对 先 
短 洗 和 语 翻 者 有 利 一 一 一 个 过 不 明显 的 事实 . 

回 到 有 策略 的 玩法 这 个 间 题 ， 位 局 中 人 的 最 件 策 略 依 靖 
于 他 对 他 的 对 手 所 作 的 假定 . 在 前 而 的 全 子 中 ,我 们 考虑 的 量 
位" 大 真 的 "的 对 手 , 也 就 是 说 ,一 位 当 他 的 牌 不 能 同一 比 翻 开 
的 凰 配对 时 癌 是 再 去 翻 一 张 牌 的 对 于 . 我 们 将 把 这 种 走 法 称 为 
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2— 312 meyve). 在 这 种 捕 站 下 ,请 沦 址 我们 差 不 灾 上 总 是 应 该 出 
那个 俐 背 : 从 现在 起 我 们 把 那个 俐 着 称 为 1- 着 (1-raove)y， 然 
而 ,在 某 些 情 现 下 ,我 们 应 该 走 一 此 "超级 德 善 ”例如 ,在 有 四 
AERE DRAGH U TERRE PIRR r A P K, PRE RW DUH H 
REREN E R. MIRRI F Yee. AR ii. RTE | 

中 看 到 的 ,这 可 能 确实 是 最 好 的 做 法 了 ,我们 特 把 它 称 为 0 
-着 (0-meove). 还 有 H F RTH GE PARA CRWN, 
E EFRA EEE EAR TERA JTE RRRA E LE. 
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第 a Ek PERRA n 对 脾 而 有 二 -1 张 牌 正 而 启 上 时 的 走 法 
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HA :人 天真 的 局 中 人 的 一 般 最 优 策 略 结果 如 下 :除了 在 
牌 对 数 小 于 30 里 个 别 的 例外 , 当 牌 对 数 与 正面 向 上 的 牌 数 具 
有 相同 的 奇偶 性 时 ,我们 总 是 应 该 走 一 步 1 -着 . 当 奇 偶 性 不 相 
同时 ,我 们 稍 然 应 该 未 一 步 1 - 着 ,直到 正面 向 上 的 牌 占据 很 大 
的 比例 . 到 某 个 临界 点 ,在 有 些 情况 下 我 们 突然 走 一 步 2 -着 ， 
接着 是 D- 着 . 这 凯 图 景 出 上 页 的 表格 给 出 ,其 中 很 设 即使 在 游 
戏 刚 开始 一 张 牌 也 没有 翻 开 时 , 走 0~ 着 和 1 善 也 是 允许 的 于 

人 根 特 森 和 兹 维 克 的 工作 所 关注 的 并 不 是 一 位 天 走 的 对 于 ， 
府 是 两 们 问 样 老练 的 局 中 人 . 在 这 种 情况 下 ,最 优 策略 描述 起 
来 甚至 更 圳 罕 易 . 除了 六 对 牌 的 情况 是 例外 ,规律 是 :如 果 牌 对 
数 与 正面 疝 上 的 竹 数 具有 相同 的 奇偶 性 ,就 应 该 走 一 步 上 - 着 ; 
否则 ,就 根据 应 面向 上 上 的 牌 数 是 大 于 还 是 小 于 牌 对 数 的 二 分 之 
二 来 决定 是 走 -- 步 2- 着 还 是 0- 着 . 当然 ,无 论 哪 一 位 局 中 人 
走出 了 一 步 0- 着 ,就 意味 着 这 游戏 即将 结束 ,因为 如 果 不 必 这 
样 的 话 ,对 局 双方 就 会 永远 不 停 地 走 0- 着 . 

关于 佩 特 森 和 紫 维 友 这 个 结果 的 故事 很 吸引 人 . 首先 ,最 
优 策略 的 模式 原来 是 如 此 容易 拱 述 ,有 这 种 机 过 真是 很 幸福 . 
Moti paip AGM 可 能 被 发 现 的 
{肯定 没有 人 能 事先 猜 到 这 样 一 种 模式 ). 另 一 方面 ,在 这 种 计 
算 总 会 有 结果 的 前 提 下 ,得 出 ORRADRE DARRE. 
件 相 对 平常 的 事 . 例如 ,对 付 一 个 给 定 的 有 些 牌 正面 向 上 有 些 
牌 正面 向 下 的 局 面 的 最 优 赴 法 ,依赖 于 对 付 那 些 正 面向 下 的 牌 
较 少 的 局 面 的 最 优 站 法 ,特此 不 难 求 出 适当 的 递归 关系 . 然而 ， 
令 人 十 分 敬佩 的 是 ,这 两 位 作者 无 懈 可 击 地 证 明了 上 述 策略 确 
实 是 最 优 的 . 沈 妃 ,这 个 证 明 极其 复杂 , 它 分 成 七 节 , 大 约 用 了 


y 首要 仔细 考察 这 张 表 , 述 请 注意 ;1 - FERE- ERRERIK A 
前 张 翻 过 的 但 不 能 与 刚 翻 的 牌 配对 的 牌 ; 而 再 德 一 张 翻 这 的 但 能 配对 的 牌 旭 属于 
2 -着 .多 外 , 旧 于 已 翻 开 且 配 半 的 脾 己 经 陪 直 .因而 林 计 在 婢 对 数 中 .一 一 泽 汗 
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-四 页 . 或 许 最 值得 一 所 的 是 .这 个 证 明 大 语 地 用 到 了 计算 机 
辅助 的 符号 计算 . 用 作者 的 话 来 说 ,“ 如 有 困 不 借助 实验 和 本 质地 
使 用 自动 化 符号 计算 ,这 个 分 析 是 否 能 够 完成 是 令 人 怀疑 的 .… 
不 未 访 用 上 述评 论 炽 说 明 整 个 研究 都 是 由 计算 机 操纵 的 ， 
而 研究 者 变 做 的 事 只 是 输 人 数据 而 已 . 相反 ,在 攻 融 这 个 问题 
的 过 程 中 ,主要 的 挑战 在 于 把 它 变 成 -种 可 以 使 用 决 宦 性 符号 
计算 的 形式 , 一些 他 的 标题 ,并 " 算 符 记 寻 ”(Operater Nolation)、 
“387 Bootstrapping) , “TD PE JE s m” ( Bmnmdary Layer Influence) ， 
8 BH TER -WA pE Re. 十 是 这 时 这 有 了 一 个 


们 关于 “做 数 学 "是 指 什 么 的 观念 . 

与 此 问 时 .虽然 有 这 些 新 结 娄 ,该 子 们 和 家 长 们 无 疑 会 继续 
把 “记忆 翻 牌 " 寺 下 去 .办 为 不 管 是 好 是 图, 看 来 人 闫 没有 迹象 会 
发 展 到 具有 完美 的 记忆 为. 


人 和 们 不 玩 的 游戏 


这 里 有 一 个 不 同类 型 的 记忆 游戏 , RA- MAA EA EK 
牌 的 纸牌 ,我 第 一 着 把 它们 的 一 个 有 限 子 集 给 你 . 你 可 以 扔 挤 
一 张 脾 ,然后 我 把 我 手中 余下 牌 的 另 一 个 有 限 子 集 绽 你 . 你 仍 
HPE EE. 这 个 游戏 就 这 样 连续 地 玩 了 可 数 尤 穷 多 步 , 最 
后 如 及 你 手中 空 无 一 牌 Eak aa Y MURSKA. 就 这 么 简单 小， 

你 看 ,上 而 所 描述 的 这 个 游戏 不 是 很 有 趣 ,因为 事实 上 你 有 
一 个 很 容易 的 必 胜 策略 . 你 只 要 在 我 给 你 牌 的 时 外 把 这 些 牌 记 
清楚 ,并 不 断 地 招牌, 首先 扔 我 第 一 -着 给 你 的 那些 牌 (以 任 休 次 


TATER E S i hp e. 事实 上 ， 我 人 … 拓 给 了 “你 " 可 数 咎 本 变 的 有 限 
$ CHR EA n iE R" EAT AA o RET el aae py 0 sar 
HEARE. A R SE e -ETE A. E E Amas 
BI—e BERT ETR AR ARR ATARE ATA TO R E R RR. 这 里 前 有 美 概念 . 
WALE PEP h EST RES o 8. —--— P631: 
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序 ) .其 次 扔 我 第 二 着 给 你 的 著 些 牌 .如 此 下 天. 于 是 , 浊 这 个 游 
戏 结 束 时 ,你 就 把 它 们 扔 得 TAT. 个 请 注意 ,要 执行 这 个 
策略 ,你 必须 具有 非常 如 的 长 期 记 筷 力 . 例如 ,如 果 我 每 一 着 给 
你 一 再 琅 张 牌 , 你 会 越 玉 越 落 后 ,到 你 把 我 第 : 手 给 你 的 牌 全 扔 
所 的 时 候 , 你 手中 将 握 有 10* 张 牌 辽 . 换血 话说 , 落 玩 这 个 简单 
的 策略 .你 必 须 县 有 -一 种 无 限 的 记忆 能 力 . 因此 ,让 我 们 走 男 一 
TR BoE AMERA, RETETE RER EH 
EFRR A PR38V ca kR R E Six 3846 BL e HII: kit .西洋 跳 
B e BEpQU r 38 BU Sa F HL 3k T (Ey 25 3ExQ rh ss 
决定 下 一 着 如 何 走 , 有 关系 的 事 仅 是 当前 的 盘面 情况 ,而 不 是 这 
个 盘面 是 怎么 造成 的 ) .如果 这 副 纸 牌 是 可 数 的 ,你 的 情况 仍然 
很 好 . 在 济 戏 开始 前 ,你 以 其 种 方式 给 出 自然 数 集 与 这 前 纸牌 
的 一 个 一 一 -映射 ,然后 在 每 个 轮 次 你 只 要 挡 掉 手中 映 成 最 小 数 
的 堵 张 牌 焉 行 了 . 然而 ,如 果 这 前 纸牌 是 不 可 数 的 又 会 怎样 昵 ? 


定理 1 EiT gys FP 00 — 8] 3 ST k 65 88 e S — 12 
局 中 人 没有 必 胜 策略 . 

证 明 “无 记忆 游戏 中 的 -个 策略 只 不 过 是 -- 个 丽 数 , 它 把 
纸牌 的 每 一 个 有 限 子 集 ( 休 手中 的 牌 ) 映 成 - 张 牌 (你 决 定 扔 的 
RE). 因此 ,特别 地 , 它 把 每 一 对 牌 瞎 成 你 决定 昌 扔 的 一 张 牌 . 
于 是 计 我 们 对 每 张 牌 x 定义 -个 集合 D. ,人 是 由 所 有 这 样 的 牌 
y 组 成 的 ,y e z. LH OP REI yi 时 你 将 扔 掉 y. 现 


证 严 梢 地 说 .应 该 是 10 ~ 1 他 张 脾 . 当然 .这 无 美 紧要 — .- 详 注 

党 AITE- -ARAR RAAHAA. STP P SN 12 — E bk 
在 己 坟 胸部 三 行 的 黑 虱 内 , 容 子 可 说 对 角 线 下 台 左 ( 右 ) 前 方 空 祝 内 . 若 沪 空格 已 被 
-APA PAR APEA CA ORILA E : 率 搭 . 则 下 越过 对 方 耻 跷 人 那 尝 梧 , 并 把 被 越过 
HITAP ETIE. -E TEBA KATRINE”. 王 咎 得 下 向 在 ( 右 )} 前 方 行动 ， 
HD EA E a AITE : 译注 

a 基于 局 巩 点 较 流 在 一 个 "种 "字形 广 格 内 兽 心 和 x ,以 先 列 成 纵 Put pan ep 
上 的 -HEA AREHJET. -一 -译注 
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在 ,要 证 明 你 没有 必 胜 策略 ,只 缀 证 明 存 在 某 个 x' ,使 得 De 是 
AARDE T., 因为 这 样 它 就 会 包含 某 个 无 穷 序 列 yuyo 
`. 于 是 我 第 一 着 将 给 你 ix' ,和 ,而 在 第 = FIR] ynt, AA 
永远 也 扔 不 掉 < Y. 为 了 完成 证 明 ,我 们 构造 这 样 的 -个 x'. 
具体 地 说 ,选取 纸牌 的 一 个 可 数 集 C. 对 于 其 中 的 任何 元 崇 x, 
D, 者 是 有 限 集 (如 果 做 不 到 这 一 点 ,我 们 就 已 经 得 证 了 ). 于 是 
C 和 所 有 了 的 并 U 显然 是 一 个 可 数 集 . 但 中 这 样 已 的 补 集 ( 不 
会 是 空 集 ,因为 那 副 纸牌 是 不 可 数 的 ) 中 的 任何 一 个 元 素 * 都 
ETER: C 被 包含 在 Ds PE. 这 就 是 我 们 所 期 望 的 构造 , 国 
国 此 在 零 记 忆 诲 戏 申 你 不 会 有 必用 策略 . 然而 人 们 发 现 ， 
你 不 需要 有 无 限 的 记忆 能 力 才 能 遍 - 你 要 记 住 的 只 是 你 刚 扔 神 
的 那 张 牌 ( 它 也 许 正 面向 上 地 正身 在 那 堆 扔 掉 的 牌 的 项 上 ) ,而 
当 ( 且 仅 当 1) 所 许 使 用 选择 会 理 时 ,你 还 是 拥有 必 胜 策略 . 


定理 2 若 使 用 选择 公理 , 则 对 第 二 位 局 中 人 奉 在 一 个 必 
有 隆 策 略 , 亲 件 是 他 既 知 道 自 己 手 中 的 牌 也 知道 他 刚 折 掉 的 牌 . 


证 明 这 个 必 胜 策略 -i 分 简单 .把 这 副 纸 牌 良 序 化 了 .十 
- 是 你 第 一 着 把 手中 最 大 的 牌 扔 掉 . 此 所 ,(a) 如 果 存 在 小 于 你 刚 
扔 掉 的 牌 的 牌 .就 把 其 中 最 大 的 牌 扔 掉 . B, (b 把 于 中 最 大 
的 牌 扔 掉 . 要 明白 这 和 神 艇 法 是 有 效 的 ,请 注意 只 要 你 处 于 情况 
Ca) ,了 刚 扔 掉 的 牌 就 会 作为 时 间 的 :个 是 数 呈 严格 递减 ,因此 根 
据 恨 抒 的 性 质 ,这 个 序列 -一定 是 有 限 的 . 所 以 情况 (b) 迟早 会 发 


T EMAR a iqi SEX z € Cde 中 总 有 - 张 生 要 被 抛 掉 . 译注 

名 粗 赔 地 说 . 恨 序 是 … 沾 集 台 中 庞 素 间 的 这 样 -种 天 小 关系 :在 这 个 大 小 关系 
下 ,这 个 集合 的 任何 一 个 非 吧 子 集 都 有 一 个 最 小 元 素 . AA APH Ar35 8 B 
集 . 例如 ,有 自然数 集 按 通 常 的 去 小 关系 就 是 一 -个 良 崔 集 ( 请 回忆 第 8 音 提 到 的 你 亚 诺 
归纳 公理 }. 用 选择 公 绎 可 以 证 明 , 作 他 … 个 集合 帮 串 成 为 AREE, EENE 
序 化 . 这 个 铺 论 称 为 良 序 定理 . 本 章 除 了 用 到 良 序 定理 外 .还 将 用 到 结论 * 良 序 集 中 
的 产 格 递减 序列 必 为 有 限 序 列 ". ATS LERGA e ONARA E, E 
PRA BE: i hu E . 1979 让 本) 一 一 译注 
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E. 现在 考察 你 手中 的 时 张 脾 x. 如 梨 它 小 于 当前 扔 掉 的 牌 Hl 
么 根据 上 上 面 的 论述 ,你 一 定 会 在 木 米 的 基 个 时 刻 把 它 撒 控 ， 如 
RER TARTI AIA, AA SEGL b 发 生 时 ,你 不 把 + Pit 
也 会 把 天 张大 于 < 的 用 扔 掉 , 于 是 前面 的 论证 再 次 运用 . 国 

还 有 第 三 个 结果 ,也 用 到 了 良 序 , 它 是 说 : 如果 人 允许 第 二 位 
局 中 人 在 走 每 : 背 时 既 可 以 看 他 手中 的 牌 也 可 以 看 所 有 已 经 朱 
控 的 牌 的 集合 ,那么 他 也 会 斤 有 一 个 必 胜 策 略 全 ， 

EH |] e= Martin Furery HE i Ernst Speck) 的 一 个 
一 般 结果 的 一 个 特例 ,而 定理 2 和 提 太 的 第 二 个 结果 中 由 拉 弗 
{Richard Laver) 和 采 谢 利 斯 基 {Krzystztof Ciesielski) 让 其 的 . Bs 
我 所 烛 , 这 些 工 作 都 谍 和 发 表 过 

人 们 能 玩 的 游戏 

FERD T o IERE A AKR E Chomp) 的 游 
IR, ë Nim HR AEA. 它 普 流行 了 好 一 阵子 ,但 是 最 近 得 到 
的 一 些 结 采 引出 了 许多 有 有趣 的 问题 , 这 个 游戏 很 容易 描述 ,， 先 
HHEH T” 摆 出 一 个 矩形 阵列 . 接着 局 中 人 开始 轮流 走 子 , 走 
法 是 选取 一 鼎 饼 于, 上 再 把 这 吉 饼 干 右 上 方 的 所 有 饼干 部 拿 直 . 
图 11.1 显示 了 一 个 3x 于 大 踢 证 ”游戏 开始 时 的 局 面 和 第 f 
局 中 人 普 先 在 第 三 行 第 四 列 处 和 作 了 选取 后 的 局 面 . 

被 巡 控 起 左下 凶 那 块 毒 狼 十 的 局 中 大 就 是 输家 . 这 个 游戏 
的 水 质 特 征 息 ,有 要 采取 最 优 玩法 ,应 该 总 是 第 一 位 局 中 人 赢 . 


Q 这个 结果 与 定理 2 的 区 别 看 米 是 ;虽然 是 以 看 到 所 有 扬 掉 的 腔 , 但 未 知道 嘱 


JEE PI Pa BU. 请 注意 这 第 二 位 局 中 瀛 -一 点 记性 所 没有 . -E 
ASUH. -一 点 证 


六 此 游戏 据说 源 十 我 国 ,十 法 是 : Ky h S bt sl q; TERT h T RH 
能 在 -- 玲 中 尿 . 数 日 不 眼 , 仙 革 少 一 个 ,以 最 局 取 了 了 者 为 输 (或 赢 ;， 可 用 二 进 制 数 算 
Fak e ds Ro PERE. H S A EA H E EDR E | P. 一 一 详 注 
加 在 这 里 . 行 放 蚌 从 直到 上 , 列 序 则 仍 为 从 堪 和 到 和 右 , 一 一 译注 
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图 11.1 
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O OOOO O O O O O 
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图 11.2 


78) 这 个 证 明 可 用 图 11.2 表示 . 

如 果 拿 走 右 土 角 那 块 饼 于 (如 图 11.2 2F) 可 以 给 第 一 位 局 
牛人 一 个 必 胜 局 面 , 那 笃 结论 已 得 证 . 如 扩 不 是 这 样 , 它 就 给 出 
了 -个 必 几 局 面 由 ,于 是 第 二 位 局 中 人 就 有 一 个 应 着 使 自己 得 
到 一 个 必用 局面 { 如 图 11.2 右 ): 但 第 二 位 局 中 人 的 任何 这 样 一 
者 部 可 被 第 一 位 局 中 人 在 自己 走 第 一 着 时 采用 . 

应 该 指出 ,这 个 论证 完全 是 非 和 构造 性 的 , 它 只 断 音 对 第 一 位 
局 中 人 存在 一 个 必 胜 策略 ,但 对 怎样 找到 这 个 策略 毫 无 启迪 ， 
确实 ,除了 两 个 特例 外 ,这 些 必 胜 策略 的 构造 如 何 , 人们 几乎 一 
EEI. 一 个 特例 就 是 2x na 和 mm x2) 的 游戏 . 和 容易 看 出 ,第 一 
僵局 中 人 忆 能 给 对 方 一 个 下 行 比 上 行 多 一 个 的 局 面 (图 11.3); 


全 这 壮 用 到 :对 于 这 种 游戏 ,要么 第 一 位 局 中 大 有 必 胜 征 上 蜡 , 雪 必 第 二 位 局 中 
人 有 六 了 胖 策 办 . 其 根据 是 著名 的 策 梅 应 1Zermeioy PBB. He LE e E e) 讲 
文 六 中 国 科 学 院 数学 研究 所 第 二 室 编 .人民 教育 出 版 社 ,1960 EER). 男 , “局 面 " 应 
XA Position，- 般 译 * 和 阵 好 ”和 起“ 位 置 ”, 但 译 者 以 为 还 基 " 局 面 ”为 好 ， 详 注 
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图 11.3 
AEA Z= BA EA. 男 --- 个 例子 是 n x 的 情况 . 这 里 第 
一 三 局 中 人 可 先 末 取 如 图 11.4 REEE ,然后 采取 与 他 对 于 
的 趟 法 以 对 角 线 次 对称 的 走 法 ， 


@O OOO 


图 11.4 


我 们 的 已 上 昧 无 知 可 用 下 例 说 明 ， 从 实验 看 ,3 x nK” 
的 二 局 竹 着 似乎 是 瞧 一 的 . 对 3x5 的 胜 葫 旭 图 11.1 丰 所 了 未 . 但 
REFERRER mAH RAR. 起 初 猜 想 开 局 胜 着 总 是 唯一 
BU. £ R AM 6 x 13 的 游戏 是 一 个 上 反例 , 忆 有 两 个 开局 胜 着 . 

“ 太 眶 已 ”也 能 用 无 穷 多 块 研 饼 和 干 来 坯 , 最 简单 的 例子 是 2 
x 名 的 情况 (图 11.5). 请 注意 ,即使 有 着 无 穷 多 块 饼 干 , 这 个 


T o EARRAS. 这 里 对 序数 仅 你 … 简 介 . JE SUE AE i EATE H E 
的 “个 共同 特征 . 有 有限 序数 就 是 0 和 自然 数 ,但 还 有 超 穷 序数 ,如 由 .对 序数 可 进行 
ME RRETA ARRA ,位 适 算 律 有 其 特别 之 处 ,如 加 法 不 遭 内 变换 律 . TTEA 
诬 成 的 全 全 在 一 个 白 然 的 大 小 美 系 下 成 一 良 序 集 ， 而 歼 良 序 集 的 序数 称 为 可 数 仓 
B dy PRET A LESE. TR EUr B EAE DA RUT. ETA 
AAAI RASTER OHAR E , TARA BERAE, 1979 年 版 ). 一 一 译注 
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游戏 仍然 可 以 只 用 有 限 凶 步 完成 . 事实 上 ,这 是 一 种 应 该 总 是 
第 二 位 局 中 作 虞 的 游戏 的 第 一 个 例子 , 容易 看 出 ,不 管 第 一 位 
启 中 大 怎么 走 , 第 二 位 局 中 人 总 能 走出 如 图 11.3 的 局 面 . 于 是 
可 以 推出 ,如 图 11.6 所 示 的 w x ww 的 游戏 应 该 总 足 第 一 位 局 中 
AS MEDAR ZITA- - 列 的 那个 元 素 , 他 就 能 给 对 方 一 个 2 
x w RIT IETE JT HART Ro E H. 


OOOOOQ::: 
和 已 口 口 口 - 


图 11.5 


11.6 


用 一 种 显然 的 方式 ,这 个 w x w 的 游戏 可 以 表示 为 平面 上 
第 一 -象限 的 格 点 集合 ,而 且 这 可 以 推广 到 三 维 或 更 高 维 的 情况 . 
在 三 维 空间 第 一 卦 限 上 的 这 个 游戏 仍然 悬而未决 ;这 是 一 个 应 
该 总 足 第 一 位 局 中 人 赢 的 游戏 还 是 一 个 应 该 总 是 第 二 位 局 中 人 
MEDER? 先前 提 到 的 那些 新 结果 把 这 个 问题 归 约 成 超 穷 序数 
算 本 中 的 一 道 题 目 ,下 面 即 予 说 明 . 

Aot, RIEG, “大 嘴巴 ”可 以 在 侍 意 序 数 上 玩 ; 例 如, 争 
出任 何 两 个 序数 a 和 8B, 我 们 就 可 以 考虑 a x KRBE" 因为 

-一 了 8 一 


根据 序数 的 民 序 性 质 , 可 以 推出 这 些 游戏 的 任何 对 局 一 定 会 在 
有 限 步 内 和 结束. 类 似 地 ,大 们 还 叮 以 考虑 在 三 个 或 更 客 个 序数 
HA FILEE ECARE. 

HR, xP te 1 EE T AI B ÀN 381 h PW Ag — AE R ha 
HC RRAIKI REE Ha DE P JaylBl(P-position)( Bl ç EM HE 
ZEN Winning Ways), Academic Press,1932) ,这 里 PP 表示 这 个 
济 戏 应 该 名 是 那 位 在 这 之 前 刚 走 了 一 着 的 局 中 人 (preyious 
mover) $. 图 11.3, 图 11.4 和 图 11.5 都 屁 " 太 嘴巴 ”的 PP 局面 . 
F ik = Ea zS B Scott Huddleston) 告诉 我 的 . EE- 
个 定理 的 一 种 特殊 情况 ,于 个 定理 地 建议 应 该 叫做 "大 嘴巴 基本 
定理 ”. 我 们 陈述 如 下 : 

定理 ”对 于 性 何 正 整数 nL, 奉 在 一 个 唯一 的 序数 0, 使 得 
x a BERZA PRH. 


证 明 ”我 们 首先 指出 ,这 个 临界 序数 的 唯一 性 唾 手 可 证 . 
如 果 a 给 出 了 一 个 P 局 面 ,而 a < B.W n x 8B 就 不 是 -- 个 P 局 
面 , 因 为 第 一 位 局 中 人 能 够 把 局 面 走 得 变 成 n x e. 

我 们 已 经 看 到 ,如 果 n = 2, 则 a = a. AEREE 
形 阵 列 3 x ow” 和 4xw? 是 PP 局面 ,但 是 我 还 没有 看 到 这 些 有 趣 
结论 的 证 明 ,他 也 设 有 对 那个 “基本 定理 ”提供 一 个 证 明 . 但 是 
但 格 曼 倒 提出 了 一 个 证 明 , 下 面 就 是 对 他 的 论证 稍 作 修 改 而 得 
到 的 一 个 证 明 . 事实 上 ,我 们 将 证 明 ,这 个 临界 序数 a 一 定 是 — 
个 可 数 序 数 ， 为 此 ,从 击 在 开始 ,这 里 考虑 的 所 有 序数 都 假设 是 
HJ 38 ng. 

我 们 不 用 甜 尔 下 , MER KB” 69 -iA AE 


D EHHA ELE 2 di RAR ik Anei a. 这 种 说法 有 点 令 人 
费解 . PI EE FAREA P , RAIA EER Carm) = 8 时 把 a 和 日 限定 为 可 
MIES — -评注 
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m (O < m < n) 和 序数 a 了 PD, 如果 存在 -- 个 序数 BIEI, B, ' 
Basas gi 其 中 有 出现 mm 次 ) 是 一 个 P 局 而 (这 是 本 -… 个 nx 
的 游戏 路 第 一 -着 把 二 面 rn - m 行 的 8 用 a 代替 后 而 形成 的 局 
B), 我 们 就 定义 f(a,m) 为 这 个 唯一 的 PE. & gla) = 
sup/( £, m) Hk CRER EE ET H] E < ed 和 0D < m < n. HJ 
为 这 些 (&,m) 组 成 的 集合 是 可 数 的 ,所 以 g(a) 是 一 个 可 数 序 
数 .现在 定义 序数 序列 (a,) ,其 中 i = l,a o gla) FAY 
ERTE a 的 最 小 序数 , 如 果 mn x y 是 一 个 了 局 面 ,那么 定理 
已 得 证 . 如 果 不 是 ,那么 存在 一 个 开局 胜 善 , 它 给 出 一 个 局面 
(y, y, z 6, £), < 7 FEH y HH m 次 ， 让 我 们 看 看 是 
否 可 能 有 m > 0. 如 困 是 邦 样 的 话 , 邦 么 了 就 会 是 J(E,m) ,而 这 
将 与 y 的 定义 矛盾 . 因此 ,那个 胜 善 -… 害 是 给 出 了 局 面 (&,&， 
一 ,人 ,于 是 这 个 n x é 的 游戏 就 是 一 个 PP 局面. 压 ° 
请 注意 ,就 像 对 普通 “大 噶 巴 ”游戏 应 该 总 是 第 一 位 局 中 大 
总 的 证 天 那样 ,这 个 证 明 完 全 是 韭 构 造 性 的 , 它 对 找到 那个 临界 
序数 窟 有 提供 任何 线索 ， 
用 -个 稍稍 复 条 一 点 的 论述 可 以 证 明 , 对 任何 一 对 序数 a 

和 有 ,存在 一 个 叭 -- 的 序数 7, 使 得 a x 8 x y 的 游戏 应 该 总 是 第 

DEBLAERE ik o ERRO SO 序数 ,并 不 是 我 们 要 证 明 让 在 的 踢 
BLUE E v. 译注 

Q EEA a T p > <. 这 一 点 在 下 面 的 证 明 中 直上 尼 各 的 . - 译注 

O RAHEGI a fE E EE g. RRA a OOP (O < m < 
nl IK AEDO eRT, BEAJI fiam) AE (HTE Z Kem = O. FEE. 
EARE fiet o EaR 位 ~ 一 译注 

DRMA É =< e, Bi EARE RET. 还 注 

do MATERE iX B RETI ARGIES EA H- -个 特例 . H0Z O“ MOK SE B" À 
导 是 什么 呢 ? 看 来 庶 是 :对 于 任何 序数 = ,总 存在 唯 -- 的 序数 户 , 使 得 , x 3 类 形 阵 列 
是 一 个 局面 . 事实 于 ,下 文 将 说 到 在 :个 序数 的 稍 丘 儿 积 上 上 的 * 基 本 定理 "因此 
这 是 关 于 两 十 序数 的" 基 李 是 下” 习 成 了 一 个 特例 .一 译注 
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FE PELEAN ae 


— u ka PAR AE F PRE). AER S 2 x2 x a° 
是 一 个 局面 . 如 果 人 们 知道 哪个 序数 O 可 使 得 w x o x a 的 游 
戏 成 为 一 个 了 局 疝 , 这 道 题 是 就 能 得 到 解决 . 一 个 可 能 比较 简 
单 的 问题 是 判定 3 x 3 x o 的 游戏 是 否 应 该 总 是 第 一 位 局 中 人 人 
B. 谁 能 接手 ? 


一 个 现代 背景 下 的 老 故 事 


一 家 传统 的 女子 学院 正 在 考虑 接纳 男生 . 校 董 会 主席 认为 
这 十 一 个 好 主意 ,但 是 院 长 不 同意 .“ 如 果 你 接纳 男生 ,她 说 ， 

“不 到 今年 年 底 ,半数 以 上 的 女生 就 会 退学 ." 必 为 一 种 妥协 方 
案 ,他 们 同意 只 吸 妆 1 弦 的 男生 来 做 一 次 试验 . 

年 终 来 临 了 ,在 董事 会 议 上 这 位 主席 得 意 地 宣布 试验 获得 
战功 . 不 错 ,他 承认 ,女生 人 数 是 有 所 减少 ,但 是 她 们 所 占 的 百 
分 比 只 下 跌 了 1 名 ,从 年 头 的 99 噬 降 到 年 底 的 985. 

“这 正如 我 所 言 1" 院 长 说 ， [R1] 


一 了 27 一 


看 低 了 数学 
EA. J A {Donald J.Newman) 


在 我 们 数学 生涯 的 幼年 时 期 ,我 们 都 是 从 一 类 问题 上 "长 
出 妨 牙 ”的 ,都 就 是 所 谓 的 称 重 问题 了 ， 从 中 我 们 学 到了 令 我 们 
获 访 大 浅 的 “分 支 ” 过程 ; 如 果 发 生 了 如 此 这 般 的 情况 ,我 们 就 
做 如 此 闭 般 的 事 , 如 果 不 发 生 , 我 们 就 反 过 来 做 如 此 这 般 的 事 . 

AE” 过程 存 称 重 问题 中 以 一 -种 根本 忻 的 方法 出 现 ， 
或 许 这 束 是 解决 一 般 问 题 的 正确 上访 法 . 我 们 其 至 被 引诱 得 浮想 
EKRE. 这 可 能 是 数 学 中 所 普遍 遵循 的 正确 途径 ,而 如 果 它 对 数 
等 是 这 样 ,那么 它 就 可 能 是 央 考 一 切 问 题 的 政 确 方 法 . BE! 

在 4 纽约 人 Wemw Yorker) 上 上 发 表 的 一 篇 文章 中 , 伯 思 斯 志 
ey Bernstein) 不 无 赞 黄 地 把 会 运用 这 个 分 支 推理 过 程 认定 

其 下 具有 数学 天 才 的 一 个 标 过 . 他 所 举 的 例子 是 著名 的 12 硬 
pe 他 所 指 的 解答 者 是 当时 为 哈佛 大 学 本 科 生 的 策 马 赫 
( Charles (Ariel) Zemach). 

[83] 啊 ,这 个 分 支 推 理 看 来 是 极其 重要 而 旦 几乎 无 所 不 能 . 


中 这 下 -类 常见 的 游戏 数学 问题 : 设 有 一 - 指 物 件 . 其 中 除了 一 个 点 外 重量 相 
问 , 崇 求 亚 次 共 中 选取 随 组 物件 并 对 它们 的 总 重量 进行 比较 ,以 最 少 的 比较 次 数 捞 
出 那个 重 蝴 不 同 的 物件 . 如 上面 将 要 说 到 的 12 硬币 问题 .一 译注 
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然而 ,我们 这 篇 文章 的 日 的 是 消除 这 个 观念 ! 我 们 就 用 这 
个 12 伍 币 问 题 以 及 其 他 用 个 例子 来 做 说 明 ,并 且 和 希望 能 让 读者 
相仿 ,这 个 分 支 推理 或 许 是 根本 不 需要 的 . 任何 时 候 , 哪 儿 有 > 
个 用 到 分 支 推 旦 的 解决 方案 ,哪儿 就 会 有 另 .… 个 不 用 它 的 解决 
方案 (前 旦 作为 一 种 结果 , 它 显 得 更 为 清 惠 ,更 为 简单 ) , 


12 硬币 问题 


给 出 十 二 枚 看 起 来 完全 一 样 的 硬币 ,我 们 已 知 其 中 有 一 村 
硬币 重量 与 其 他 11 枚 不同 . 蚜 自 是 要 求 确定 它 是 嘟 一 枚 硬币 ， 
它 是 里 中 一 点 还 是 轻 了 一 点 ,我们 只 能 用 -- 台 天 平 对 这 些 硬 币 
称 三 次 ， 

首先 请 注意 ,即使 在 找 出 了 一 个 解决 方案 之 后 ,要 对 它 作 一 
重 描 述 ,看 来 也 宕 这 用 到 分 交 过 程 . 一 次 称 基 的 结局 蚌 指 天 平 
左 托盘 的 下 降 、 玫 升 或 保持 水 平 . 我 们 把 这 些 结 局 分 别 用 1, -1 
和 0 编码 . 每 次 称 量 包 括 挑选 一 对 其 有 同 樟 元 素 个 数 的 子 集 工 
各 中 ,并 把 它们 分 别 放 在 左 托 盘 和 右 托盘 上 , 一 个 称 量 过 程 的 
流行 图 ”就 像 下 面 这 个 样子 ; 


其 中 对 每 个 1 和 ,人们 部 得 列 出 相应 子 集 的 元 素 . 请 把 这 个 过 
程 与 下 而 的 非 分 支 操作 进行 比较 . 把 这 些 硬 币 用 A.B... L AR 
记 , 然 后 如 下 拘 作 : 
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A 号 Ç D £ F G H 


J H Z K C D E J 


CG TL A D F K 


容易 验证 这 个 操作 可 以 给 出 期 望 的 结果 . 具体 地 说 , 如果 
A 是 那 杭 伪 币 ,而 是 它 比 其 他 硬币 重 , 那 么 结局 将 是 1,]1, - 1; 而 
如 果 它 比 其 他 硬币 轻 , 结 局 将 是 - 1, - 1,1. WE B IRRE 
币 ,而 且 它 比 其 他 夸 币 重 ,那么 结局 将 是 1,0,0; 而 如 果 它 比 其 
他 硬币 轻 一 一 但 请 等 一 下 . 我 们 没有 必要 把 所 有 的 情况 都 过 
.84] 一 遍 . 我 们 要 做 的 只 是 提请 注意 任何 两 枚 硬币 都 没有 相同 或 相 
对 的 “ 场 程 ” ;也 就 是 说 ,任何 两 校 硬 币 都 没有 老 是 处 在 同一 托盘 
上 或 老 是 处 在 相对 的 托盘 上 . 内 此 ,对 24 种 可 能 状态 ( 即 哪 一 梳 
硬 市 是 八 币 , 它 是 较 重 还 是 较 轻 ) 中 的 每 一 种 ,都 有 一- 个 不 则 的 
结局 . 这 样 ,给 出 了 结局 ,我 们 就 知道 了 状态 . 例如 ,如 果 我 们 
知道 了 结局 是 ~ 1,0,1, 那 么 一 定 是 理 币 G 比 其 他 硬币 重 . 顺便 
指出 ,这 些 称 量 无 论 按 哪 一 种 磊 序 进行 ,都 不 会 造成 差别 . 还 要 
指出 的 是 ,我 们 可 以 解决 一 道 稍微 难点 的 题目, 其 中 我 们 认 训 
没有 一 要 硬币 是 假币 的 可 能 性 ,这 种 情况 当 且 仅 当 结 扁 为 0,0， 
0 时 发 生 . 
但 现在 的 问题 是 ,要 设计 出 这 三 次 称 基 ,需要 怎样 一 种 灵 
FE. 回答 是 一 一 什么 也 不 需要 . 我 们 可 让 这 个 解决 方案 自动 给 
出 . 这 里 我 们 事实 上 希望 传达 的 信息 是 ;过 去 那个 复杂 的 页 小 
聪明 的 解决 方案 是 一 种 浪费 精力 ,是 一 种 不 可 取 的 思 跨 1 我 们 
这 个 新 解决 方案 是 从 27 种 结局 虫 发 , 反 推 到 那 24 种 可 能 的 假币 
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情况 . 下 面 蚌 具体 过 程 . 
首先 ,我 们 作出 一 列 已 个 不 间 的 结局 向 量 , 要 求 没 有 一 个 
向 量 与 其 负 疝 蝇 同时 在 此 列 中 要 做 刘 这 一 点 ,一 个 简单 的 方 
法 是 按 字 归 序 排出 按 字 典 序 为 正 的 向 量 富 . 如 下 表 中 的 各 列 ; 
A BE C D EF G H I J K I 


现在 ,为 了 让 尿 个 操作 过 程 可 以 进行 ,我 们 必须 使 得 每 一 行 中 1 
和 - 1 的 个 数 相 等 . 底 行 照 原 来 样子 就 符合 要 求 . 倒 换 C 列 中 
的 符号 就 把 中 间 那 行 搞定 ,而 倒 换 F, H.J 和 上 列 中 的 符号 就 把 
顶 行 给 对 付 了 . 于 是 我 们 有 


A B C DD E F G H It J K L 
0 0 0 Ò 1 -i i -1 1 -1 1 -IË 
0 1 -l I -I I -1 0 0 0 1 -| 


l -Ll Q LL -1 0 ] 1 0 -1 -1 0 


现在 每 一 行 就 对 应 着 一 次 称 量 . 具体 地 说 ,把 那些 对 应 + 1 的 硬 
币 放 在 左边 而 把 那些 对 应 - 1 的 硬币 放 在 右边 一 一 就 这 么 问 
s. 进行 称 量 ,与 下 结局 , 即 可 从 表 中 迅速 读 出 地 校 非 晋 的 伍 
币 光 【 表 中 的 大 写字 母 在 排列 上 与 先前 给 出 的 有 所 不 同 , 但 这 


gy -161a RDA abe, PÆRE -h — J, -DOT iEË aaa, 1,1.01 可 
与 作 ach, F 3F. BFF BEE e 8 H PERAE E PEB EHE W TE r Ba ri E UB) . m FE 
TUFA ERRAR a EE (0.0.0) ERAI otit .---— EE 

GORUA L, EAA. —— 详 注 

EERE H PAPE RTA ER AA I] hk, III D SB 56 HJ gota 55 6] St MJ ri 
Pe BE i ATI tij e Sh ih. — HETE 
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在 有 些 情况 下 , 非 分 支 的 解雇 方案 很 容易 找到 , 我 在 1 至 8 
中 选 定 了 一 个 整数 ,你 必须 通过 问 二 个 图 答 为 "是 ”或 “不 ”的 阿 
题 把 这 个 整数 猜 出 来 . 当然 ,人 人 都 会 用 那个 分 支 式 的 或 者 "对 
话 式 ”的 不 断 对 分 策略 ,但 是 并 没有 必要 这 样 做 . 为 什么 不 在 一 
开头 就 以 任何 次 序 只 问 这 样 三 个 问题 :这 个 数 在 集合 11 ,2,3,4| 
中 吗 ? 在 集合 11,2,5,6| P? 在 集合 11,3,5,7| 中 吗 ? 显然 ,如 
采 人 允许 问 的 问题 必须 是 “这 个 数 大 于 x 吗 ” 的 形式 ,这 种 方法 就 
行 不通 了 . 这 个 例子 提示 了 一 般 情 况 下 的 做 法 . 存在 一 个 可 能 
状态 的 集合 ,我 们 想 坚 得 知 真正 的 状态 . 每 个 问题 ,或 每 次 称 
基 ,或 每 次 “实验 ” ,都 给 出 了 这 个 集合 的 一 个 划分 中, 我们 显然 
可 以 把 个 划分 中 的 集合 的 所 有 交集 所 组 成 的 划分 定义 为 这 上 
个 划分 的 交 . 那么 当 目 仅 妆 我 们 能 够 找 出 x 个 划分 名 ,它们 的 交 
就 是 由 单元 素 集 组 成 的 划分 时 ,真正 的 状态 就 可 以 用 n 次 实验 
而 不 用 分 支 过 程 得 知 . 

在 我 们 下 面 的 例子 中 , 我们 选择 了 商道 著名 的 题目 . 其 中 
有 四 枚 硬币 ,每 一 校 硬币 吓 能 是 真 币 ,也 可 能 是 假币 . 现在 我 们 
不 知道 有 和 多少 是 真 币 有 和 多少 是 假币 ,我 们 必须 准确 地 说 出 哪 校 
EATI ERTH. 


在 一 台 准 确 的 秤 上 称 三 次 


对 于 任何 一 个 选 定 的 子 集 , 我 们 的 “ 秤 ” 将 准确 地 告诉 我 们 
其 中 有 老少 是 真 币 ! 不 是 哪 一 校 是 真 币 ,而 星 有 客 少 是 真 币 )， 

我 们 的 解决 方案 仍 是 非 分 支 的 , 取 硬 币 1 和 2 作为 我 们 第 
一 个 子 集 ; 第 二 个 子 集 , 重 币 2 和 3; 第 三 个 子 集 ,硬币 1,3 和 4. 
这 些 就 是 我 们 三 次 “ 称 丰 ”的 对 象 . 我 们 把 三 次 称 量 的 结果 


THRE :个 集合 4 的 划分 .是 指 这 个 集合 的 一 个 子 集 族 14;1 CREA UA, 
EH jA D) A; = 8. -一 详 注 
T 必须 指出 ,这 里 是 指 找 出 a 个 具体 的 实验 分 别 给 则 这 个 划分 . —-— 详 注 
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称 作 a,b 和 ec， 根据 它们 作出 确定 的 方法 很 过 人. 首先 我 们 把 
这 三 个 数 加 起 米 , 得 到 a + 5 + ce, 其 中 对 奢 币 1 计 了 隔 次 ,对 和 三 
ii 2 两 次 ,好 生 币 3 两 次 ,但 对 便 肌 4 只 是 一 次 . <i JU a + b 
+ 以 模 2 取 剩余 ,我 们 就 得 到 了 硬 肌 4 前 本 质 特 性 . 然后 把 这 
个 余数 从 c 中 减 去 ,我 们 得 到 了 关于 硬币 1 和 和 2, 硬币 2 和 3, 硬 市 
i 和 3 的 半 衡 方程 组 . 这 就 确定 了 前 二 枚 硬币 的 性 质 . 


对 一 名 说 谎 者 的 七 个 问题 


加 到 我 们 那 四 校 三 币 ,但 这 次 我 们 可 以 就 它们 问 任 何 回 答 
为 "是 ”或 “不 ”的 问题 . 不 过 ,我 们 问 的 那个 人 被 允许 在 回答 其 
中 (至 多 ) 一 个 问题 时 说 谎 . 因此 我 们 必须 问 得 比 我 们 间 一 位 诚 
实 者 时 所 需 虹 的 那 显然 的 四 个 问题 要 多 ., 事实 土 , 使 用 分 支 过 
程 ,对 这 名 谱 洲 者 必须 提 的 问题 的 止 确 个 数 是 七 . 

我 们 的 日 的 还 基 用 七 个 非 分 支 的 问题 作出 同样 的 确定 . 我 
们 开头 的 四 个 问题 |- 分 简单 :! 是 真 币 吗 ? 2 是 真 币 蚂 ? 3 是 真 币 
H? 4 是 真 币 坦 ? 下面 的 二 个 问题 可 能 看 起 来 用 了 分 支 过 程 ,但 
是 在 实际 上 ,提问 的 时 候 设 有 用 .不 过 在 回答 的 时 候 用 了 . 


问题 35: 你 对 疝 题 1,2 和 3 的 回答 是 正确 的 凤 ? 
问题 6: 你 村 问题 2.3 和 4 的 回答 是 让 和 确 的 吗 ? 
问题 7: 你 对 问题 1,2 和 4 的 周 竺 是 正确 的 吗 ? 


于 是 确定 的 结果 可 如 下 得 出 ;如 果 对 问题 5,6 和 7 的 回答 中 
至 多 有 一 个 为 “不 " ,那么 开头 的 所 有 四 个 回答 都 是 实话 ,硬币 的 
情况 就 此 确定 ， 如 果 对 问题 5,6 和 7 的 回答 为 “是 ”,“ 不 ",“ 不 ”， 
那么 对 问题 4 的 回答 是 谎话 . 所 以 把 这 个 回答 反 过 来 就 得 到 了 
正确 的 结果 . 类 位 地 ,如 果 这 些 回答 为 不, 是 , "不", 只 要 把 
对 间 题 1 的 回答 及 过 来 . 如 果 回 答 为 “不 “不 ”,“ 蚌 ”, 那 就 把 加 
党 2 上 反 过 来 . 而 最 后 ,如 果 它 们 是 “不 "不 ”不 ”, 那 就 把 回答 
3 反 过 来 . 
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再 说 北方 为 方 和 化 人 秆 为 方 
BUR ENR ( David Gale， 


化 方 为 方 或 化 方 为 第 的 意思 是 把 一 个 正方 形 或 一 个 矩形 
铺 磺 (划分) 成 一 些 子 正方 形 的 一 个 并 集 . 对 于 边 长 可 公 度 的 号 
EE, 存 企 着 平 几 的 铺 硕 ( 令 代为 六 而 宽 为 w, WR h = 
p79)w， 则 用 边 长 次 Ap = wra 的 正方 形 的 一 个 p x q 阵列 来 
铺 砌 )， 然而 , 令 人 感 兴趣 的 是 完美 铺 形 (perfect tiling), 其 中 任 
何 两 个 子 正 方形 尺寸 都 不 相同 . 第 二 个 自然 的 限制 是 要 求 子 正 
方形 的 任何 一 个 子 集 才 不 能 形成 一 个 子 第 形 . 这 样 的 铺 大 称 为 
单 的 (simple) . 这 里 是 一 个 很 不 完整 的 简略 编 年 中 , 它 员 涉及 了 
关于 这 个 问题 的 部 分 工作 . 


1903. E Dehn) 证 明 ,如果 一 个 矩形 能 被 一 些 正方 形 所 
铺 税 ,那么 所 有 这 些 正方 形 的 尺寸 一 定 是 可 公 度 的 . (我 们 说 一 
个 正方 形 的 尺寸 ,意思 是 指 它 的 边 长 .) 

1925. 英伦 发 现 了 夭 形 的 一 种 用 了 九 个 正方 形 竟 完美 铺 
mj. {我 们 把 这 些 于 方形 的 个 数 称 汶 这 RIRIN Corder). ) 

1939. 斯 普 拉 格 (CR.Sprague) 发 表 了 被 化 方 的 正方 形 的 第 
一 个 例子 . 它 的 阶 是 55. 

1940. 布鲁克 斯 .史密斯 .斯 通 和 塔 特 证 明 , 托 形 的 完美 铺 
砌 不 可 能 有 小 于 9 的 阶 ,而 9 阶 的 铺 砌 只 有 两 种 ， 

1948. ORELE EW (Wilcocks) 发 现 了 一 个 24 阶 的 被 完美 
(但 不 是 单 的 } 化 方 的 正方 形 . 

1960. 布 弗 坎 普 (C.J.Bouwkamp) 及 其 合作 者 发 现 了 算 形 的 
4094 个 阶 小 于 16 的 单 销 瑚 (其 中 3663 个 是 完美 的 ,431 个 是 非 完 
美的 ) ,包括 2609 个 15 阶 完美 铺 厅 . 


D 即 相 名 网 条 过 长 之 比 为 有 型 散 . 一般 基 ,一 些 线段 的 长 度 之 H. y fr EE, I| 
称 这 些 线段 时 可 公 度 的 ， -一 一 译 社 
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1962. HIERE (A. W.J. Duijvestin) 下 明 不 存在 阶 小 于 
21 的 被 完美 单 化 方 的 正方 形 . 

1978. 村 分 书 斯 京 发 现 了 一 个 21 阶 的 被 完美 单 化 方 的 正方 
形 , 并 让 明 这 其 唯 一 具 放 这 个 阶 的 被 完美 单 化 方 的 正方 形 . 

1992. 布 弗 坎 普 和 和 杜 伊 书 斯 京 发 表 了 一 张 带 插 图 的 “一 览 
A” ,其 中 是 从 21 阶 型 25 阶 的 所 有 被 完美 单 化 方 的 正方 形 ( 不 计 
明显 的 对 称 情形 ) ,一 共有 207 种 铺 砌 一 一 21 阶 的 1 种 ,22 阶 的 8 
种 ,23 阶 的 这 种 ,24 阶 的 26 种 ,以 及 25 阶 的 160 种 . 

如 果 我 们 抠 被 铺 砌 的 正方 形 最 作 单 位 正方 形 , 那 么 根据 德 
妓 的 结果 ,所 有 子 正 方形 的 尺寸 都 是 有 理 数 , 因此 我 们 可 以 通 
过 -… 种 一 致 性 的 延 律 子 以 正规 化 ,使 所 有 的 边 长 成 为 互 素 的 整 
数 . 这 时 都 个 天正 方形 的 尺寸 就 称 为 这 种 铺 砌 的 “ 既 约 尺 
SP” (reduced size). TE 160 Fh 25 阶 的 铺 砌 中 ,最 小 的 既 约 尺寸 为 
147, 88 AKIA 661. 

即使 在 30 年 以 前 ,大 们 就 知道 定形 的 2600 多 种 用 了 15 个 正 
方形 的 完美 铺 磺 , 因 此 人 们 料想 矩形 的 25 阶 铺 砌 的 种 数 一 定 是 
韭 常 太 , 特 别 是 如 果 大 们 不 要 求 这 些 铺 砌 是 单 的 或 完美 的 , 布 


&* 


弗 放 普 说 ,( 当 阶 天 于 20 时 ) 对 每 -个 这 样 的 正方 形 , 大 约 存在 


首 5 000 000 个 被 完美 单 化 方 的 矩形 3! 其 至 可 以 问 , 人 们 能 不 能 
肯定 , 随 着 阶 的 越 来 越 大 , 铺 现 的 种 数 会 保持 有 限 ? 回答 是 肯定 
的 ,得 是 这 证 明 却 不 是 十 分 她 然 . 然而 , 它 可 能 十 分 适合 于 在 大 
学 本 科 的 线性 代数 课程 中 用 来 作为 一 个 非常 规 的 应 用 例子 . 况 
A ,这 个 证 明 使 德 是 的 定理 成 为 -- 个 副产品 . 

延长 所 有 这 些 铺 砖 的 水 平 边 . 把 介 于 相 邻 的 两 条 线 之 间 的 
区 域 称 为 条 (strip). 在 下 面 的 这 幅 图 中 ,有 着 轧 个 正方 形 和 五 
个 条 . 


D 换 旬 话说 , 当 阶 大 于 20 时, 短 形 的 完美 单 铺 砌 的 科 数 大 约 是 阶 数 的 5 000 GX 
信和 .一 一 译注 
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英伦 最 早 络 出 的 例子 
如 果 作 在 于 个 条 和 7 个 正方 形 ,我 们 就 按 下 述 规 则 构造 这 
个 稍 砌 的 m x n IKAR ERE (horizontal intersection matrix) A: 
如 果 条 i 与 正方 形 j 的 内 部 相交 , 则 a, 29 1,200 0. PTR 


图 的 相 党 矩阵 为 


li 2 3 4 5 6 7 Š 9 
x l l a o o 0 0 0 | ° 

1 Ü 1 L 1 0 Ü ü Ü 

] Ü Ü Ü l 1 Ü Ü Ü 

Ü O Ü Ü Ü l 1 l 0 

Ü 0 Ü Ü Ü Ü 1 Ü ] 


“x = larp yi) 是 以 那 n 寺 铺 转 的 尺寸 为 分 量 的 向 
量 , 令 y = (y, yx. ,Ym) 是 那 m 个 条 的 高 度 . 令 1 是 所 有 分 基 
Ñ 1 IJ m R, 

定理 ”向 量 x 和 Y 为 矩阵 A 所 确定 ,至 多 相差 一 个 常数 办 
子 , 和 而且 它们 是 于 列 方程 的 唯一 解 

AAty=1 和 x= A'y. (1) 
一 730 -一 


每 个 正方 形 的 高 度 ,从 而 宽度 ,是 与 之 相交 的 条 的 贞 典 之 
和 ,所 以 出 由 的 定义 ,xz = Ay. 同样 ,所 有 与 一 个 纵 定 的 条 相 
如 的 赴 方 形 的 亮度 之 和 一 定居 这 个 知 瞩 的 芝 度 如 我们 可 把 它 
取 为 1. 内 此 , 仍 由 是 的 定义 ,我 们 - 定 有 Ax = Ad'y = 1. 

余下 来 要 证 明 的 二 AAT 是非 青 异 的 ,这 样 x 和? 就 是 唯 一 
的 了 . 我 们 首先 让 明 4 HAm. 要 证 明 这 一 点 ,注意 对 任何 两 
个 相 邻 的 条 ,不 妨 设 为 上 数 第 上 个 条 和 第 和 :1 个 条 ,总 存 件 - 
个 下 方形 与 第 一 个 条 相 父 但 不 与 第 二 个 条 本 交 . A 的 相应 列 将 
在 第 直行 有 一 个 虐 ,而 在 其 随后 所 有 的 行 部 是 0、 对 所 有 的 天 选 
出 这 样 的 列 ( 在 我 们 前 商 的 例子 中 是 第 >, 第 3, 第 5 和 第 了 人 列 定 ) ， 


我 们 就 得 到 了 一 个 上 一 角子 方 阵 ,其 对 基线 上 都 是 1, 因 此 它 是 [881 


HE rien, 接 下 来 就 是 一 个 熟知 的 事实 , 即 AAT 是 非 奇 措 的 ， 
‘这 和 袜 际 上 正 居 我 们 在 得 出 最 小 二 缮 逼近 公式 时 用 到 的 … 个 结 
E AA, E LR Strang) 的 $ 线 性 代数 及 上 应 用 (Linear 
Algebra and its Applications ,p. 102). 这 里 它 全 一 种 完全 不 同 的 
背景 下 出 现 ,里 然 这 个 让 肯 也 涉及 square?!) 

HAJEE RRA RET. 给 定 了 铺 砖 的 块 数 , 只 存在 
有 限 多 个 下 能 的 关联 算 阵 ,而 给 定 了 用 于 铺 向 的 止 方 拱 的 尺寸 ， 
只 存在 有 限 多 种 可 能 的 铺 砌 . 

德 轧 的 定理 也 可 推出 . RB RE A 是 有 理 数 算 阵 ,因此 (1) 的 唯 
… 解 一 定 是 有 理 数 解 . 

由 于 这 个 定理 被 建议 用 作 线 性 代数 的 一 个 课程 内 容 , 所 以 
接 下 来 的 事 应 该 足 


习题 HO) 找 出 更 伦 的 例子 中 那 九 个 正方 形 的 尺寸 . 


可 如 然 有 误 , 亿 应 为 第 2, 第 3{ 或 第 拉 . 第 $1 或 第 1 ,第 碾 或 第 8) 和 第 开 或 第 9) 
|. 别 外 ,注意 当 上 二 = 本 时 ,所 有 与 第 上 个 条 柯 交 的 止 方形 都 符合 条 性， 译注 

C square BEDI fE“ IF Jr” M, tin fE“ BL J. BBB HA“ a BH“ 3R& J” 
WF. EAEI E, -—- EIE 
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两 种 文化 了 
下 而 的 内 容 摘自 对 诗人 弗 罗 斯 特 & 的 一 次 电视 采访 : 


我 们 从 无 岸 中 脱 条 , 升 六 有 序 ,而 我 做 的 诗 是 一 些 
小 小 的 有 序 片 段 . 即便 我 编 一 个 得 子 ,或 者 制 一 件 疯 
器 和 一 只 花瓶 ,或 者 做 什么 东西 eo 如 和 你 在 生活 中 
感到 痛苦 语 落 ,你 能 做 的 最 好 的 事 是 制作 一 些小 小 的 
有 形 物 , 改 吹 烟 圈 ( 你 知道 ,就 是 那样 的 东西 也 有 形 


对 这 些 事 ,一 位 数学 家 可 能 会 加 上 ,“ 或 者 证 明 一 个 定理 ”. 


(D 1959 年 .美国 小 说 家 .科学 家 斯 诺 (Charles Percy Snow,1905 -，198D) #8 3: 35 
论 广 # 两 种 文化 与 科学 革命 ) ,指出 人 六 科学 知识 分 子 刁 自然 科学 邯 识 分 子 及 他 们 所 
代表 的 文化 日 趋 庶 离 .形成 两 种 不 同 的 立 化 ,而 这 种 状况 将 冶 人 类 带 素 贺 天 . 此 后 ， 
“ 吊 种 文化 "一 词 什 特 指 这 个 论题 . 译注 

TS WEF Robert Frost,1874 一 1963) ,著名 美国 诗人 . 作品 主要 播 写 甘 国 新 英 
格 兰 地 区 的 人 物 和 景 台 . 主要 诗集 有 4 一 个 孩 于 的 意愿 》(4 Boy's WH) (EEE 
北林 Port of Boston) 等， 多 次 获 普 利 策 文 学 奖 .一 一 译注 
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蚂蚁 学 进修 教程 
吉 婚 :普罗 普 {(Jim Propp) 


BD SED By LA 10 章 ) 有 一 些 姐妹 和 表姐 妹 , 它 们 
更 为 有 趣 . 这 些 广义 的 蚂 赔 在 一 张 无 窃 大 的 坐标 网 格 图 上 从 一 - 
个 胞 腔 息 到 一 个 胞 腔 . 在 任何 给 定 的 时 刻 , 网 格 图 上 的 各 个 胞 
腔 处 于 其 种 特定 的 状态 . 我 们 把 这 些 状 态 用 0 到 nn -1 编号 ,这 
E n 是 所 允许 的 状态 的 个 数 ， 当 ~… 个 蚂 幢 通过 一 个 处 于 状态 上 
的 胸腔 时 ,这 个 胞 用 的 状态 就 从 天灾 为 上 +1( 以 模 产 取 剩 余 ) ,而 
这 个 蚂 蛟 以 它 到 于 这 个 胞 腔 时 的 行 渤 方 向 为 基准 向 左 转 或 同 友 
转 , 然 后 离开 这 个 胞 腔 , 这 个 蝎 凡 不 能 自由 地 选择 它 走 哇 条 路 
(Zi E j). 它 必 须 依照 一 个 娘 终 不 变 的 长 为 n HRUE 
{mle-string) ITE. 这 个 规则 串 击 n 个 二 进 制 数码 组 成 ,它们 已 
册 0 到 -1 编 蕊 ， 当 这 个 昭 蚁 正 要 离开 一 个 原先 状态 为 (而 
REA k + AR n BHAD AEETI, aE 六 为 下 . 它 就 向 厂 
转 , 耐 如果 s 为 0, 它 就 向 诺 转 . 这 里 是 那个 规则 由 的 第 个 
数码 . P PRR AEA RE HEE E Greg Turki! 最 早 六 以 
和 的 .并 则 由 布 尼 莫 维 奇 和 特 罗 别 蒋 科 伊 中 独立 地 于 以 考 

B, i EAT E: Lp S. 早先 的 十 作为 基础 的 . 

我 们 不妨 可 以 把 注意 力 集中 于 以 1 开头 的 筑 则 囊 , 尘 为 一 

个 以 0 证 头 的 规则 捉 可 以 通过 把 其 中 的 二 进 制 数码 代 之 以 其 补 
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Pi. 


码 的 方式 变 为 一 个 以 1 开头 的 规则 串 , 这 只 不 过 是 把 " 左 ” 和 
“A 互 换 了 一 下 ,从 而 给 出 了 一 个 镜 象 宇宙 ,这 对 挛 和 姐妹 设 
石 李 质 上 的 差别 ， 我 们 将 把 一 个 以 荆 开 头 的 规则 串 解 释 成 一 个 
自然 数 的 二 进 制 表 示 . 例如 ,原先 兰 顿 的 那个 规则 将 被 称 为 规 
则 20, 或 规则 2. 容易 看 出 ,规则 1 是 平凡 的 , 它 使 一 个 坚 鹏 绕 着 
一 个 2x2 的 止 方形 水 无 休止 地 完 圈 子 . 同样 的 道理 ,规则 1,11， 
1 ,以 及 如 此 等 等 ,也 基 平 几 的 . 

这 些 广义 蚂蚁 构成 了 特 克 等 人 研究 的 “图 旺 "(nrmite) 开 的 
一 个 特例 , 杜 德 尼 (A.K.Dewdney) 在 他 的 文章 (二 维 的 图 灵机 和 和 
图 螨 在 一 个 平面 上 幻 勿 而 去 》(Two-dimensional Turing machines 
and tur-mites make tracks in a plane) H HÑ IE S ia Ph E e S 
OD. 这 是 一 个 很 广 的 概念 , 它 把 图 灵机 也 作为 一 个 特例 包 活 
在 内 , 结果 ,关于 图 师 的 行为 几乎 证 不 出 什么 一 般 性 的 定理 . 
然而 ,对 于 是 疏 ,我 们 至 少 可 以 证 明 一 个 结果 ， 

定理 ”假定 一 个 冯 奴 所 遵循 的 规则 串 中 至 少 包 售 一 外 0 省 
一 个 开 . 那 么 它 的 轨道 旋 是 无 界 的 . 


这 个 证 明 与 第 10 章 中 给 出 的 相同 ， 

<J Y si ,我 们 可 以 提出 许多 问题 . 我 将 在 这 里 讨论 
的 一 个 问题 是 :在 -个 所 有 胞 脏 最 初 都 处 于 状态 0 的 字 定 中 局 
动 一 个 晤 由 ,将 会 发 生 什 么 情况 ? 我 们 假定 蚂蚁 一 开始 头 朝 南 . 

图 13.1 表明 了 ~-… 个 遵循 规 网 串 10 的 是 蚁 在 一 个 所 有 和 胞 腾 
最 初 都 处 于 状态 0 的 宇 兴 中 徘徊 了 il 000 步 后 的 情形 . 状态 0 
HAEE, REHE EHA. 我 们 可 着 到 西北 方向 上 一 条 公 
路 正在 形成 .〈 这 条 公路 与 第 10 章 图 10.5 所 示 的 那 条 公路 结构 
相间 ,只 是 旋转 了 90. 同样 的 图 出 现在 杜 德 尼 的 文章 中 .】 


ormite 中 的 tur M Turingi R) 而 来 , 8& R peu". B] a CA. Turing, 
1912—1954), FERRER ER . 迎 辑 学 家 和 理论 计算 机 科学 家 . 35 T F XE BJ BD 18] 
灵机 ,可 参见 本 岸 然 中 4&20 世纪 数学 的 广大 指 导 理 论 $ 中 的 第 4 音 .一 - 译注 
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图 13.1 
为 了 对 付 所 循 规 则 串 的 长 度 a > 2 的 蚂蚁 ,我 们 用 白色 代 
表 状 态 0, 岂 黑色 代表 状态 rn - 1, 而 用 介 于 黑 自 之 间 的 不 同 深浅 
的 灰色 代表 那些 中 间 的 状态 . 


图 (3.2 


jag 2 一 样 , 昭 蚁 4 在 开始 时 创作 出 各 种 各 翌 的 对 称 网 
案 !( 就 像 图 13.2 所 未 的 那个 , 它 在 第 236 步 时 生成 1); 这 些 图 案 具 
有 有 发 侧 对 称 忻 ,这 与 晤 救 2 所 创作 的 图 案 不 后 .后 者 是 180 旋转 


T BU mima 2 或 称 和 规则 16 的 蚂 议 .以 下 尖刀 ,- 一 译注 
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.92: 


对 称 . 后 洲 这 个 蚂 几 停止 了 对 称 的 行为 , 卉 出 了 一 -天 维 看 起 来 
加 七 八 粳 的 东西 ,如 图 13.3 所 示 (]100 000 步 ). 是 不 是 最 终 会 志 
成 某 种 类 横 的 公路 ? 我 不 知道 . 我 对 它 版 距 了 150 000 000 步 以 
E, RA EE A MRE. 


HEH s= 
EREET H SN 


fa ma 
| ILI L kn HH 
LLLE TELLOLOLLLLLOLLITEITEI 


-931 图 13.3 

归 蚁 5 其 至 更 像 昭 豆 2, 因 为 它 倍 渗 双重 旋转 对 称 ; 它 的 最 
辉煌 成 束 是 如 图 13.4 所 的 图 案 , 这 基 走 了 616 步 后 创作 的 . 
然而 ,此 后 这 个 图 案 就 被 台 坏 了 ,说 过 150 000 OOO JF, ATIE 
到 了 一 个 剖 无 结构 重 现 迹象 的 构 彤 . 不 过 ,和合 出 现 了 ~… 些 令 信 
意外 的 统计 异 式 .例如 ,我 省 总 观察 构 形 中 央 的 一 个 2] x 21 的 
IE N) zt 2 Ba a 8 79 个 胸腔 处 于 状态 0, 而 有 190 个 处 于 状 
仿 1.172 个 处 于 状态 2， 是 什么 原因 导致 了 这 种 涨 落 ? 
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图 13.4 
Ts A IB R SAAE PY 6 s 3 3E A %a m HR: = Lis 
E 3 Pi. ELT 150 2# ATREA R — 3⁄2: RETE Tu] 
HERA (F 13.5). ER 2 Æ RAR EA A OALE 
i. REEE AS- SKOR EL, ABE EEI 104 Bg u] 1) 
的 公路 不 同 , 856 6 JE pk BJ ik 282: F JS EH AJ 18. Wd E SE 32 se 


图 13.5 
JA 8339 R FESAI 14 展现 了 一 些 新 的 现象 . Buy g 和 山上 14 
完全 是 " 混 站 的 ”它们 建立 的 图 案 就 像 昭 蚊 4 和 蚂蚁 S 所 建立 的 
那样 ,不 兄 任 何 大 范围 结构 的 踪影 ,但 它们 都 有 别 具 一 懂 的 局 并 
装饰 ,特别 是 在 这 条 正在 不 断 扩 展 的 混沌 之 运 的 过 缘 处 .风衣 
O EREDE A 1010) 只 不 过 基 蚂 虹 2( 其 规则 囊 为 10) 的 一 -个 精 


(PD AE (time sp .| 苯 数 学 术语 , 即 高 获 的 盾 司 段 .六 单 指 妆 蝶 未 : 步 的 时 
[B]. EARE E E-i TE ER REE. 译注 
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心 制作 的 复制 出 ;更 一 般 地 ,一 个 规则 捉 如 果 古 由， 个 较 短 的 规 
则 串通 过 两 次 或 更 多 次 的 重复 而 构成 的 ,那么 它 导致 的 行为 将 
与 这 短 规 则 串 所 导致 的 相同 . 蚂蚁 13 开始 时 处 于 混沌 状态 , 估 
晨 大约 过 了 250 000 步 后 , 它 便 着 手 建 造 -- 条 周期 为 388 的 公路 . 
fuqu 14 Eb 2 和 晤 蚊 6 的 一 全 奇特 的 薪 和 作 种 ; 像 归 蚁 2 ARE., 
EHET- RAHN 52 的 公路 ,但 是 这 条 会 路 看 .和 去 十 分 像 归 
W 6 建造 的 那 条 . 难道 这 两 种 相似 性 (-- 种 是 数值 1 的 ,一 种 时 
外 形 上 的 ) 仪 是 巧合 ? 

i 9 和 蚂蚁 :2 是 真正 令 人 惊奇 的 东西 . 在 这 两 种 情 总 
中 ,图案 虽然 越 变 越 天 ,但 总 是 不 会 太 偏 册 双 侧 对 称 异 式 ! 更 1 
Fah, AG A sy 18 g£ eTA a H ATES AR HHE, hi 
这 种 情况 发 生 时 , EMAER 4° h Z BR BE BJ ls 
[B| EW AIX] PR. aR EH mAn SL PUA. 图 13.6 2 
示 了 昭 蚁 12 E f 16 464 步 后 的 情况 . (这 幅 麻 省 理 | 2 Eu r É 
物 海 狸 的 肖 象 画 , 间 供 该 校 教师 使 用 .) A 13.7 m T E 
xE T 186 848 步 后 的 情况 ,而 图 13.8 ER T ER 9 +E T 38 836 7Ë 
后 的 情况 . (关于 这 个 构 形 在 后 来 某 一 个 阶段 的 图 象 ,可 戎 见 
. 1] 的 第 182 页 . ) 特 克 告诉 我 , 旺 姆 勒 ({Berngd Rimmier) 证 明了 
Ruhu 12 始终 在 构建 越 米 越 大 的 双 侧 对 称 图 案 ! 和 参见 第 18 =) 
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13.8 


图 
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Eo hi o 

当 我 们 考察 有 5 TOERE AAR ECAA A 5 Hh 
RAHTARIN A EE TA A 27 AA., 
它 建 立 了 一 个 不 断 扩 展 着 的 螺旋 形 ,如 图 13.9 所 示 . 然而 ,我 们 
HAERA EA R o 和 昭 琢 12 堵 样 在 构建 不 断 扩 大 
的 双 侧 对 称 图 案 . 为 了 再 找 出 这 种 类 型 的 蚂 凡 ,我 们 不 得 不 趟 
进 长 度 为 各 的 规则 溃 , TE, RIDAN T AAA: 长 度 为 
6 的 乞 刚 串 中 导致 双 侧 对 称 图 案 的 有 33,39,48,51,57 和 的 ， 注 
意 所 有 这 些 数 都 能 被 3 整除 ! 这 肯定 不 是 一 种 巧合 . 


Beaz iL swus... [LT 
zu LL 
ü 


+u HE EtA EF L x 
e 


E 13.9 


关于 广义 蚂蚁 的 研究 可 以 很 容易 此 变 为 两 队 人 马 之 间 的 一 
个 对 策 游戏 . 一 队 是 “理论 家 ” ,他 们 将 设法 揭示 一 般 的 规律 ,这 
些 规 律 将 措 述 什么 样 的 长 期 行为 是 可 能 的 ,以 及 给 出 一 个 特定 
的 胃 较 规则 和 一 个 畦 定 的 宇宙 初始 状态 ,将 会 发 生 星 -一 种 行为 ， 
为 一 队 是 "工程 师 ” ,他 们 将 如 法 在 姑 骸 的 宇宙 中 刘 计 图 案 ,这 些 
图案 可 用 来 作为 -- 种 遂 几 计算 机 的 建筑 模块 . 如 果 工 程 师 们 到 
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得 了 成 功 , 那 么 就 可 引证 明理 论 家 们 的 旧 ti 在 某 种 意义 上 是 不 
ee 咒 { 参 由 i41 的 第 25 
T). 起 至 可 能 是 这 种 情况 ;你 “ 蚂 虹 4 究竟 会 不 会 建造 - :条 公 
A 这 样 简单 的 问题 AEAEE TR REFE he AER FCV 
诸如 此 类 的 会 理 系 统 ) 中 出让 不 可 广 明 的 . 

希望 读 责 自己 对 这 些 晤 收效 名 玩味 并 得 出 自己 的 结 

felis P arka EHE X. P. Kong, bi . 布 A w. . t 
KEC Bruce Smithi PFA H REHA Fp a FII Fei Wang 表示 感谢 .本 
SIR TEN CHE. 
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吉普 车 回来 了 
WZ ia er ASE BURN YE BU r Tr FOP 但 In REREH eT 


J ETOR - 3 ` ye HRT Franke AAR RT ETA E AME. uj 
á AFI aE HEALE RE S A AMAAL Lo 年 版 一 一 EN 
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能 有 谁 忘 了 的 话 一 一 - 这 问题 是 雪 让 一 辆 吉普 车 穿 过 一 片 沙 济 . 
困难 在 十 这 辆 吉普 车 所 带 的 燃料 具 够 跑 部 分 路 程 . 解答 中 允许 
吉普 车 预先 进 和 信访 漠 数 次 ,以 在 沿途 的 一 些 储 藏 点 存放 不 同 基 
的 燃料 ,这样 它 就 可 以 在 最 后 的 运行 中 根据 需要 补充 燃料 . 这 
策 吉 普 车 能 不 能 用 这 种 方法 穿 过 任意 长 度 的 沙漠 ? WE BE. HE 
么 翅 样 以 最 小 的 燃料 请 耗 量 做 到 这 点 ? 

对 这 个 问题 的 一 个 完整 的 解 管 由 法 息 (N.J,Fine) 于 1947 
年 给 出 . 自 那 时 以 来 .大 们 讨论 了 这 个 问题 的 你 才 变 种 . 特别 
FE: mp `F 1970 年 指出 ,如 果 这 问题 中 浅 造 的 不 是 一 辆 而 是 n 

吉普 车 .那么 最 小 的 燃料 用 量 将 严格 地 小 于 单单 一 辆 吉普 
的 用 量 的 a 倍 仅 美国 数学 月 刊 》 同 意 在 这 里 刊 出 这 个 结果 , 其 
E A PS xC we Jill F E ER E BR fç FF” (Jeeper by the Dozen) > 
ZAER, 在 那 篇 文章 中 ,我 把 下 面 这 个 看 来 很 自然 的 问题 
列 为 尚 林 解决 的 间 题 :假定 在 行程 的 两 端 都 有 燃料 供应 ,要 求 以 
最 节约 的 方法 让 一 辆 言 普 车 穿 过 沙漠 又 回 到 出 发 点 . 我 很 高 兴 


(97, 地 宣布 ,现在 , 基 过 了 23 年 之 后 ,这 个 问题 已 被 州立 博 伊 西 大 学 


的 豪 斯 拉 思 (Alan Hausrah) 和 州立 圣何塞 天 学 的 杰克 各 
t Bradlay Jackson). Æ PJH (Jobn Mitehem) #ll 5818 Ek 2R (Edward 
Schmeichel) 所 解决 . 1416988 toM, REE RR TF 
以 定性 的 描述 . 然而 ,在 做 这 件 事 之 前 ,我 将 对 原来 的 那个 吉普 
车 问题 再 作 一 次 考察 ,正如 有 人 指出 的 那样 ,可 以 用 一 些 经 验 常 
识 上 的 理由 使 它 的 解答 三 得 十 分 台 情 合理 . 
首先 ,考虑 一 个 显然 等 价 的 问题 结果 将 更 为 方便 ~ 一 计算 

一 辆 吉普 车 用 它 燃 料 箱 容 是 的 x 售 的 燃料 所 能 走 的 最 长 距离 . 
亿 现 在 开始 我 们 将 一 直 采 用 这 种 表述 . 

D jep K ER ER Ah MCA BBIB ME Ein]. 这 里 jeeper 是 
后 者 的 比较 角 AIE P 2 RPE. EX X. BUERE. -一 译注 
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我 猜 糙 大 多 数 人 在 思考 这 个 加 题 时 会 徇 相 这 辆 吉普 车 在 出 
F u Es Ahk O RRHA E. FERNET H ARGEMA. 
然而 ， HA E ARATAND -H i EEE 
代替 TW FE Hu 当然 不 会 影响 这 个 问题 的 实质 更 进 
-此 ,这 辆 新 的 此 Wa a fu S BJ t s ab WREE 
这 样 的 活 , 人 们 就 可 以 节省 大 量 的 时 间 ,因为 没有 理由 要 每 一 辆 
吉普 车 等 到 前 : 辆 车 回来 之 后 才 出 发 . 它们 可 以 一 起 离开 出 发 
zk. 组 成 个 护 运 车 队 一 路 同行 . 手 了 一 辆 以 外 ,所 有 吉普 车 的 
任务 玫 中 为 其 他 车 辆 补充 燃料 . 图 13.10 是 一 个 四 车 护 运 车 队 
EJ- -ME M E S e EATA S E, ,向 正 前进 . 
FE Wg A AA ER 381 REE Se üU PE ES Hz $E E: Es Ag ñ. 
立 . 在 图 路 , 那 辆 带 格子 图 案 的 吉普 车 (或 称 超级 吉普 车 )J” 被 
指定 费 走 元 全 程 ,其 他 部 是 燃料 补给 车 . 这 些 燃料 补给 车 必须 
回 到 出 发 线 , 这 相当 于 假定 每 单位 距离 它们 所 消耗 的 燃料 是 那 
MERE EFH. TEE EARRA CI ENEA x 
时 燃料 箱 中 所 剩 的 燃料 . 因此 非 阴 影 部 分 对 超级 吉普 车 来 说 代 
表 玉 x 单位 的 燃料 ,对 其 他 车 辆 则 代表 了 2x 单位 的 燃料 . 在 图 
13. 10 的 情况 发 生 的 时 候 ,1 号 吉普 奈 正 要 把 它 屠 (1 - 2x) 单位 
的 燃料 全 部 供出 去 ,这 些 燃 料 正好 把 其 他 三 辆 车 的 燃料 箱 注 满 . 
1 一 2x,2x 


图 13.10 
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所 以 1-32x =Sr, 即 xz = 1⁄4. 于 是 这 个 四 车 护 运 车 也 的 问题 就 


变 成 了 一 个 一 车 护 运 车 队 的 问题 . 用 这 种 方法 ,现在 和 容易 知道 
一 个 n 车 护 运 和 车队 能 走 的 距离 为 
1 1 .1. 
l 十 3 + š + + Spi 


如 果 给 出 的 燃料 是 不是 — TPS 22 |p ARA, H 
在 护 运 车 队 中 由 外 增加 - . 辆 燃料 补给 车 带 否 这 额外 的 了 单位 燃 
料 , 一 个 同上 面 类 似 的 计算 表明 , 人们 可 以 再 得 到 f/(2n + 1) 
单位 的 距离 . 为 了 了 下面 的 应 用 ,我 们 定义 D(x) 为 一 辆 吉普 车 用 
x 单位 的 燃料 所 能 走 约 最 长 下 离 。 于 是 有 有 


D(x) = 14$ +" + 


元 -+ 元 全 (1 
其 中 了 是 x 的 小 数 部 分 ,而 nw = x - f. 

吉普 车 必须 穿 过 沙洲 再 回来 的 问题 称 为 来 加 旅行 问题 
(round-trip problem) ,而 这 里 的 公式 还 要 简单 , 妈 1/2 + 1⁄4 + 
+ 1L2n 用 护 这 车队 的 模型 很 容易 把 它 推出 . 同样 ,对 于 天 辆 
《或 称 多 辆 ) 吉普 车 的 问题 , 同 - - 模 型 表明 ,用 n AEREE n 
> 到, 这 皮 辆 吉普 车 能 走 的 距离 为 1 t 1/(k + 2) +o + 1⁄(2n 一 
k). HAR, EAA EGL Sq SC AE — 1 e RA 

BAA S RER . 

EHE IH T e R HE PGA B WN o == 25 车 问题 {two-way jeep 
problem, 即 在 两 个 端点 都 有 燃料 供应 的 来 回 旅行 问题 ) 的 解答 
之 前 ,让 我 暂时 离开 一 下 正题 ,去 考虑 一 个 更 为 -- 般 的 护 运 车 队 
问题 . 表面 我 们 假定 所 有 的 吉普 车 部 是 -一 样 的 .现在 我 们 考虑 
言 普 车 有 各 种 各 样 的 类 型 . 一 辆 吉普 车 的 特征 由 两 个 数 所 刻 
加 ,一 个 是 它 的 容量 C = 它 所 能 承载 的 燃料 的 升 数 , 另 一 个 是 
ERRE E = 它 用 一 升 燃料 所 能 走 的 公里 数 . 于 是 就 有 一 
个 问题 :给 出 n 辆 吉普 车 , 答 一 辆 都 有 各 上 月 的 C fü E Ba PE Ps 
HARE ESD? 
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我 相信 有 一 -类 关于 这 个 问题 的 文献 (背景 通 凋 是 火箭 相 旦 
际 空间 ,而 不 大 十 普 车 和 沙漠 ) ,不 过 据 我 所 知 ,一 般 忻 的 问题 沿 
未 解决 ,这 意思 是 说 ,还 没有 任何 已 知 的 “好 算法 ”来 找 出 最 优 
解 ， 可 能 全 存在 某 种 网 料 补 络 系列 来 实现 这 个 最 优 解 ,然而 于 
BIAR? 把 这 种 情形 艺 以 形象 化 的 一 个 方法 仍 由 图 13.10 给 
出 "但 这 次 请 把 百 普 车 想像 成 火箭 ,而且 这 幅 图 处 于 一 个 牌 下 的 
个 水 平 的 平面 . 这 样 见 料 补给 就 可 以 连续 地 进 

. 重 JERR kE a PIRE mE, AE PAA x 
Ka 季 始 终 保 持 燃料 满载 状态 . Hi LA KATARE A E T HI 
候 , 这 支 最 二 面 的 火箭 就 诈 扫 弃 , 而 其 他 的 火 禹 则 继续 前 进 ,并 
重复 这 个 过 程 . 

可 以 想像 这 个 问题 是 NP - AED. 就 像 许多 最 优化 亲征 
那样 ,困难 在 下 不 存在 一 种 容易 的 方法 来 识别 什么 时 候 一 个 给 
出 的 解 才 是 最 优 的 . 人 们 等 样 来 对 付 这 种 情形 呢 ? 有 一 个 一 般 
的 方法 ,有 时 会 起 作用 . 大 们 去 征明 任何 量 优 解 必 定 满足 某 些 
条 件 ( 例 如 ,一 个 可 微 了 区 数 在 其 内 部 极 太 点 上 导数 必定 为 零 )， 
旭 洒 运气 好 的 话 , 人 人 们 会 找到 足够 多 的 这 类 条 件 , 以 致 有 一 
一 的 对 象 满足 这 些 条 件 , 因 此 这 个 对 象 就 一 定 足 最 优 解 . 事实 
上 ,这 正 是 那些 作者 对 点 同志 普 车 问题 所 做 的 事 ， 我 下 面 即 下 
描述 . 

我 们 首先 考虑 当 S 处 有 单位 的 燃料 而 FF 处 有 gg 单位 的 燃 
料 时 能 穿行 的 沙漠 最 长 星 多 少 . 下 面 的 推 则 多 少 带 着 些 常识 性 
的 判断 ， 如 果 z = 六 那么 大 们 能 得 到 的 最 好 结果 显然 是 
DIDE * ) 武 给 出 ), 这 时 人 人 们 把 Ss 处 的 燃料 用 于 前 行 , 而 把 F 9; 


S NP — 转 扒 的 嘻 题 号 指 一 类 可 由 任何 一 个 NP 加 是 用 款项 式 时 间 转 化 而 梁 的 
HAERA ES. PIE. NP - 洪 难 的 问题 至 少 同 NP 问题 一 样 难 ;如 果 一 个 NP - HE 
的 问题 同时 关 是 个 AP 问题 , 那 它 就 是 -个 AP 完全 问题 . 关于 NP JER fll MP 完全 

问题 的 一 -个 T LARRIA. u RARR 22001 EA MEAE 
HTA AGN AE P Eb. —— 详 注 
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S 处 的 燃料 + r 处 的 燃料 


S FE as EI 


BI 13.11 


处 的 燃料 用 于 返回. 男 一 方面 ,如果 z < 六 这 个 进程 显然 不 是 
最 优 的 ,因为 这 样 人 们 能够 得 到 的 仅 呈 : Dig) 而 已 ;而 S$ 处 的 的 
料 却 还 有 一 些 没 有 用 到 . 因此 ,一 定 有 某 种 方法 在 前 行 的 途中 
建立 - - 些 储藏 点 以 存放 S 处 的 燃料 ,这些 燃料 可 以 在 归途 中 使 
用 ;所 以 我 们 设想 这 样 的 储藏 点 已 经 建立 ,而 且 假 设 基 中 离 $ 最 
远 的 那个 在 点 个 ,如 图 13.11 FEAR. 

人 [的 最 优 解 ,而 县 
这 些 性 奈 看 起 来 十 分 合情合理 . 很 显然 ,在 前 行 的 过程 中 只 能 
用 5 处 的 燃料 ， 但 他 们 让 明 色 在 -个 最 优 解 , 它 满足 { | ) 在 归途 
中 从 下 加 到 了 只 用 了 了 将 的 燃料 ,Ci 从 了 回 到 S$ 只 用 了 S 处 的 
燃料 (如 图 13.11 中 所 标示 的 ). 从 直觉 土 看 ,把 S$ 处 的 网 和 料 带 到 
F 处 (这 相当 于 把 煤 带 到 纽卡斯尔 字 ) ,或 者 把 下 处 的 燃料 带 问 到 
比 T 离 出 发 处 更 近 的 地 方 (如 果 你 需要 这 些 额 外 的 燃料 ,你 本 该 
在 前 行 的 途中 把 它们 存在 邦 儿 ), 辟 然 都 很 浪费 . 

然而 ,结果 是 这 些 条 件 实际 上 决定 了 这 个 解 . 具体 地 说 ,从 
T #| F BREBES d 必定 是 DiIg) ,因为 模 据 ( 1) ,在 从 FF 直到 T 的 
过 程 中 必须 把 全 部 的 g AH, 而 且 除 此 之 外 什么 都 下 用 . Bi 


全 组 卡 折 尔 , 即 泰 岂 谭 畔 纽卡斯尔 , 英 格 半 东北 部 海港 城市 , 曾 十 要 册 口 煤 识 ， 
RRX coals to Neweanflc, 系 习 语 ,也 可 译 威 其 引申 次 * 当 此 -一 蔡 ” 一 一 译注 
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JE. 在 前 行 时 吉普 E4 必须 把 £ 单位 的 燃料 运送 到 T. 从 S 到 T 的 
距离 d; 必 定 起 一 辆 吉普 车 被 要 求 用 f 单 位 的 燃料 把 其 中 的 g 单 
位 运 到 目的 地 后 再 回来 时 所 能 走 的 最 优 呀 离 . 把 原 米 那个 来 加 
旅行 问题 稍 作 修改 ,就 变 成 求 这 个 最 优 距 高 的 问题 ,用 护 运 和 车队 
的 方法 很 容易 把 它 解决 . 于 是 d = d + 吃 就 是 我 们 所 要 寻求 的 
R. 这 样 , 要 解决 这 个 双向 问题 ,只 要 把 原先 那 两 个 吉普 车 问 
题 的 解 拼合 在 一 起 即 可 . 

这 些 作者 接 王 玉 又 讨论 另 一 个 双 回 问题 :给 出 x 单位 的 炮 
料 ,要 走出 坪 近 的 距离 ,人 们 详 沪 走样 选 择 了 和 g? TE: f + zg = 

,对 于 23x 人们 能 做 的 最 好 的 事 是 每 个 端点 各 放 一 半 淆 料 . 

HFa > 2, 一 般 来 说 解 并 不 是 唯一 的 ,但 总 存在 这 样 一 个 解 ,其 
中 是 由 zg = [((x + 1)A2) 了] 给 出 的 一 个 整数 . 当 的 值 较 六 
时 ,这 个 z 比 燃 料 量 的 一 半 小 得 多 ,尽管 所 走 的 最 优 距离 与 每 个 
端点 各 放 一 半 燃 料 时 所 走 的 距离 相差 不 到 1 + In2( 与 x 无关 ). 
而 且 .归途 中 所 入 要 的 途中 储藏 点 的 个 数 是 [<*j - 2. 这 样 ,图 
13.11 怠 代 表 了 蜂 料 供应 量 介 于 4 箱 和 5 箱 之 间 时 的 解 沾 . 

当然 ,证 明 这 些 作者 的 算法 的 最 优 性 是 他 们 文章 的 主 朗 内 
容 ,而 我 们 在 这 里 所 做 的 只 是 描述 这 个 算法 是 怎么 回 事 . 


= 


DRAI. 当 4 < y < SBT, alag, [xie = 2. 但 图 13,11 中 却 有 3 个 
HERS. EAL, APEE ATETA, EAER £ ip ypt E rh ge) 
APATIE EA E a ETE, W / E, PES L P SC EE 13.11 中 
的 工 点 ) iE f- ge sAm, EL] - 2 + 1 个 . mE z AREA TER 
FALA FEH T, ETARA z - 1 F. MTA FARRA SMA FA THRI, ;t 
MTH FETA TAR a-ig -2 PPE ERE a, S REN 
HRA = g) + (2 - 2) = x - 2, AREER, Alx) -上 这 两 种 情况 可 统 -- 
表示 为 | x |- 2. 译注 
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问 题 


本 BA 诗人 章 专门 讲 了 某 几 种 游戏 , 而且 我 们 指出 ,显然 对 
策 论 已 经 成 为 纯粹 数学 和 应 用 数学 的 一 个 放 太 的 分 支 学 科 ,但 
是 除了 极 少 数 几 个 例外 ,数学 文献 中 所 研究 的 对 策 游 碱 的 集合 
与 人 们 实际 上 玩 的 游 碱 的 集合 并 不 相 交 . 一 个 著名 的 例外 就 是 
休 特 和 森 和 获 绯 到 对 儿童 游 瑟 "记忆 翻 牌 "的 分 析 , 这 两 位 作者 实 
br 上 发现 了 其 中 最 优 玩 法 的 规律 ;也 就 是 说 ,他 们 解决 了 这 个 对 
策 门 题 . 

本 章 也 是 专 讲 :个 人 们 平时 玩 的 游戏 ,事实 上 ,这 足 在 人 类 
历史 上 最 常 玩 利 最 重要 的 游戏 之 一 , 它 就 是 围棋 . 我 们 的 报告 
基于 伯 利 坎 普及 其 合作 省 沃 尔 夫 {David Wolf) ERA I ( David 
Moews) ,金龙 烧 (Yonghoan Kim) 和 Raymond Chen 最 近 的 某 些 一 
连 喉 的 工作 . 然而 ,我 们 应 该 马上 指出 ,与 佩 特 森 和 兹 维 上 的 工 
作 不 癌 , 伯 利 欣 普 并 没有 解决 围棋 对 策 问题 . 事实 上 ,他 的 工作 
对 人 们 万 至 计算 机 在 改进 游戏 策 覆 方 面 即 便 提 供 了 什么 帮助 ， 
那么 到 底 有 多 少 帮 助 世 是 不 清楚 的 . 他 所 做 的 是 发 明了 一 系列 

Uo 围棋 排 局 问题 ,这 些 问题 计算 机 程序 能 够 和 解决 ,但 是 还 没有 一 位 
职业 权 手 能 够 成 功 地 予以 解决. 图 14.1 中 摆 出 的 盘面 就 是 一 
TAT. 

MHRA, X S p B ERA I 2, A k AEE A Hi 
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图 14.4 FJ Tr H PB: 
A. 其 实 , 有 一 些 在 计算 机 的 帮助 下 发 明 的 国际 象棋 排 局 的 例 
王 , 人 们 甚至 不 期 望 卡 斯 帕 罗 夫 “"“ 有 能力 予 以 解决 . 图 14.2 给 
HJ — TÜ). 


图 14.2 SU r, FA ñ 109 2 PE GB E LE ET E T) - 1021 
DME. FEE S K Tapu Kacnapos, 1963-— 0, 1E A 3 A IJ fp Z Ha 34 Es Z: E 
EPIRA K IRE. M EE IEE YI ACER YZ. FRH 


— i49 一 


HH 一 位 人 人 类 模 手 会 认识 到 这 是 一 个 对 白 方 米 澡 必 胜 鸭 局 
E ,这 一 忆 看 来 令 人 怀疑 ,因为 黑 方 能 走 那 么 多 步 米 仙 并 项 抗 ， 
然而 ,这 个 排 忆 问题 除了 是 一 个 稀 闸 之 物 , 儿 平 没有 和 守 么 令 人 感 
PZB Hh y. 与 此 相反 ,使 伯 利 坎 普 的 工作 备 党 颇 目 的 是 .为 解 
次 他 的 问题 .人们 必须 应 用 一 个 广泛 .深刻 而 美丽 的 数学 理论 ， 
A THER E RDE A AAIE . 康 志和 盖 仇 称 为 “组 合 对 策 
HZ {combinatorial game theory). 贡 界 上 只 有 少数 几 个 数学 家 知 
道 这 个 理论 . 它 在 这 些 作 者 那 850 页 的 两 太 卷 著作 《取胜 之 道 》 
中 有 详细 的 阐述 . 在 介绍 它 对 围棋 的 应 用 之 前 ,我 将 试图 给 出 
这 个 理论 是 怎么 回 捉 的 一 个 简短 概述 ,也 就 是 说 ,把 850 页 的 内 
容 总 结 在 少数 几 段 文字 中 一 一 这 显然 是 不 可 能 做 到 的 ,但 是 无 
论 去 样 ,这 里 做 了 . 平 心 而 论 , 应 该 说 那 本 书 中 只 有 约 150 页 
是 专 讲 这 个 理论 的 ,大 部 分 篇 巾 是 关于 它 对 具体 游戏 的 应 用 .) 


组 合 对 策 论 


这 个 理论 研究 的 只 是 非 赢 即 输 的 游戏 ,这 种 游戏 在 左 先生 
和 右 太 太 之 问 进 行 , 走 最 后 一 步 的 人 就 是 启 家 . 虽然 这 看 起 来 
有 点 具体 ,但 许多 游戏 只 要 在 规则 上 作 些 简单 的 变化 就 可 以 或 
为 这 种 形式 . 这 样 的 游戏 可 以 十 分 方便 地 用 树 来 表示 ,就 像 
FH 14.3 中 的 那 棵 . 


图 14.3 
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第 H 3 : š El 
HUP BH p AER AA RARER E F. Gear os E. 
这 里 纽 扣 就 沿 阁 左边 的 菜 条 边 被 推 前 -~ 步 ;兰花 到 右 太 太 走 ,这 
上 甘 纽扣 就 沿 善 右边 的 菜 条 边 被 推 曾 一 步 . 把 它 扒 到 一 个 终端 顶 
EJAM EMK. 
这 种 游戏 的 一 个 简单 而 绝 非 平凡 的 例子 ,是 "横行 霸道 ” 
(domineering) , E o HE [4.4 EHR. 


e 


图 14.4 103; 

AN TARE. 左 先 生 手 中 有 着 垂直 的 多 米 诺 骨牌 , 右 太 
太 有 着 水 平 的 多 米 诺 上 骨牌; 他们 轮流 把 骨 钼 放 到 那 方 格 图 上 
一 一 一 个 冬 直 地 放 ,一 个 水 平地 放 , 计 每 一 张 骨牌 正好 苯 羡 两 个 
方 格 . 骨牌 不 允许 重合 . 如 果 一 位 局 中 人 不 能 再 放 了 ,他 就 输 
了 一 一 航 这 些 . 我 选择 4x6 的 “横行 霸道 "作为 一 个 例子 ,是 因 
为 在 我 写 这 篇 文章 的 时 候 , 这 个 游戏 还 没 解决 . 

加 到 一 般 的 理论 . 所 有 的 游戏 都 属于 4 种 类 型 之 一 ， 

(I) 一 个 对 左 先 牛 来 说 是 必 胜 的 游戏 (不 管 淮 先 走 ); 

(2) 一 个 对 右 太 太 来 说 是 必 胜 的 游戏 (不 管 准 先 走 ); 

(3) 一 个 对 第 一 位 局 中 人 来 说 是 必 胜 的 游戏 ; 

(4) 一 个 对 第 二 位 局 中 人 来 说 是 必 胜 的 游戏 ， 

这 4 种 可 能 性 的 每 一 种 都 可 用 图 14,5 中 的 “横行 霸道 " 游 
戏 来 例 示 . 

我 们 把 图 14.5(d) 看 作 一 个 第 二 位 局 中 人 必 胜 的 游戏 ,是 
因为 第 一 位 局 中 人 在 他 开局 走 第 一 步 时 就 不 能 放 了 . 关于 第 二 
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HH. 


图 14.5 


位 局 中 人 必 胜 的 游戏 的 一 个 稍稍 未 平凡 的 例子 是 图 14.6 所 未 
的 表面 ,出 中 还 画 出 了 相应 的 树 二 ,读者 很 容易 验证 这 是 一 个 第 
一 位 局 中 大 必 胜 的 游戏 ， 


(a) (b) 


图 14.6 
首先 的 一 个 考察 结果 是 ,对 所 有 游戏 的 集合 ,有 着- 个 自然 
的 加 法 概念 . 共 体 地 说 ,就 是 把 卫 个 游戏 G 与 日 之 和 定 疼 为 这 
两 个 游戏 问 时 玩 . 以 “西洋 跳棋 ”+ “和 连城 "为 例 ( 贫 作 适 当 修 改 
以 使 它们 成 为 韭 启 即 输 的 游戏 ). 比方 说 , 左 先生 执 黑 子 , 旭 x ; 
丰 太 太 执 红 子 , 画 品 , 轮 到 一 位 局 中 人 走时 ,他 可 以 在 其 中 任 一 
天 游戏 中 止 一 步 . 

让 六 ,把 一 个 游 丰 尼 的 闭 -E 定 尝 为 局 中 大 肥 位 被 下 换 了 


证 意 基 树 的 人 个 项 点 出 发 的 地 中 ,天边 是 只 能 几 赤 先生 是 的 边 . 右 近 是 只 
小 由 和 太志 生 的 和 过， Z Aha i Y A, RHEA AAE A 3 A S R Hi A 09 uH! 
1 千惠 了 一 步 后 , 若 多 许 他 再 走 一 步 , 叫 出 图 14.6 320892 8 Es] u[ n. dh g. 1 BE 
下 鸭 ,因此 从 这 上 阿 条 和 的 顶点 出 发 都 看 一 菜 向 让 的 迪 ( 当 然 :还 各 有 一 共和 癌 在 的 过 让 
HAAREN TEIANEI T -F la. IIE # EF tg TE — 1k hur RE T .图 
Rk 21 RB yIW aQ th EARRA AnA Y .一 一 译注 


的 G( 相 当 于 以 一 条 重 直 轴 为 对 称 办 把 树 作 镜 射 ) , 

接 下 来 是 尖 键 的 考察 结果 :我 们 定义 G* 上 的 一 个 等 价 关 系 
° WE G HY 是 一 个 第 二 位 局 中 人 必 胜 的 游戏 ,我 们 便 与 
W: G-H. 注意 ~ 是 白 反 的 :第 二 位 局 中 人 可 用 " 依 样 丽 苦 产 " 的 
TARAS G - (一 一 第 一 位 局 中 人 在 G-G) 中 怎样 走 ,他 在 
~- G(G)P B EE E. 从 现在 开始 ,我们 将 用 CG~<0 来 代替 6 是 
一 个 第 二 位 局 中 人 必 胜 的 游戏 的 说 法 . EDATE F IIB: 

(1) HA G- 0,H- 0, G+ - 00RA Taaa?) 

(D W G- 0, WAAAH H,G+H-0. 这 是 因为 根据 白 
ERKI), (G + H)- H=G+If(H- H) - 0. 

(D AFTE: q HAY H -~ GA, G~ RAA- (G- H) = H 
- G, FF). 

(4) ERER G- H~0,H-K~0,Wj G-H+H-K~0, 
ATEA G — K. 


结论 5 你 看 到 它 是 怎么 来 的 ) 足 等 价 类 的 集合 形成 了 -- 个 阿 
贝尔 群 , 它 的 零 元 素 是 所 有 第 二 位 局 中 人 必 胜 的 游戏 的 集合 . 
我 们 把 这 个 群 称 为 工 ,这 就 是 组 合 对 策 论 的 研究 对 象 ， 从 现在 
JER. GIRA -个 等 价 甘 ,因此 ~ 可 用 = fe. 为 了 获得 对 了 的 
-PRK RISBA 14.7 中 的 “横行 得 道 "游戏 ， 

这 两 个 游戏 显然 都 是 左 先 牛 必 胜 的 游戏 ,但 图 14.7(a) FE: 
与 图 14.5(a) 相 同 的 游戏 (请 证 明 这 一 点 ), 而 图 14.7(b) 则 木 
十, 图 14.5(a) -图 14.7(b) 是 一 个 左 先 生 必 胜 的 游戏 ,而 不 是 
第 二 信 局 中 人 人 必 胜 的 游戏 . {如 果 你 没有 成 功 地 验证 这 些 结 论 ， 
你 就 尖 去 了 一 半 的 乐趣 ,) 


Tie AEA. ATE G 号 指 所 有 游 此 的 集合 . -一 译注 

D K p te s E F G | JBE Bj gE ED BE) TEE ASME, 
Hu 8 La mt aan HE: E sg S rh EER K' Se D RERE 2000 EBR). e HEEE 

DA G+- H).—— kE 


— 153 — 


(a) (b) 


E 14.7 
Maxie. EF 上 有 一 个 自然 的 偏 序 . 如 来 G 是 一 个 
左 先 生 必 胜 的 游戏 ,我 们 就 称 G 是正 的 , 即 G>0; 如 果 G 是 -个 
右 太 太 必 胜 的 游戏 , 则 称 G 是 负 的 , 注意 > 是 良好 定义 的 ,也 就 
是 说 ,等 价 于 一 个 正 游戏 的 游戏 是 正 的 (为 什么 ?). 显然, 正 游 
台 之 和 是 正 的 ( 左 先 后 应 当 总 是 在 大 太 赤 走 了 于 的 那个 游戏 中 应 


: 对), 因 此 定 交 大 CG-H>0 则 CG>H 就 给 出 了 了 的 一 个 偏 序 . 这 


样 ,每 -- 个 游戏 或 是 正 的 (图 144.5fa)) ,或 是 负 的 { 图 14.5(b))， 
WEEE 14.5(d) ) ,或 上 面 这 三 种 情况 都 不 是 ,这 意味 着 它 是 
一 个 第 一 位 启 中 人 必 星 的 游戏 {图 14,5(c)). 

好 了 ,既然 我 们 有 了 一 个 偏 序 阿 贝尔 群 ,我 们 打算 用 它 干 什 
AE? 到 这 一 步 ,有 关 的 分 析 发 生 了 一 个 令 人 意外 的 转折 . 在 
通 党 醋 究 群 论 的 代数 方法 中 ,人 们 将 着 手 研 究 这 个 群 的 结构 , 它 
的 子 群 总 表示 ,等 等 . 但 这 里 的 兴趣 不 在 结构 而 在 单个 的 群 元 
素 . 事实 上 和, 这些 泡 素 有 点 像 : -部 戏剧 或 小 说 中 的 人 息 那 样 组 
成 一 大 场景 登场 了 . 它们 芯 至 有 名字, 有 的 叫 " 数 ", 有 的 叫 
性“ 上 上" “下”"“ 正 小 不 点 儿 "(Tiny) 和 * 负 小 不 点 儿 ”(Miny) 
( 行 导 分 别 是 * ,人 ,4 ,+ 66; 一 om) ,此 外 达 有 十 几 个 和 名字. 更 有 
苏 痢 ,这些 元 素 的 每 一 个 不 但 有 -个 名 字 和 和 一 个 符号 ,而 且 还 有 
一 由 “图 ". 即 它 的 树 . 当然 , 许 包 不 同 的 三 对 应 着 同一 个 游戏 . 
例如 .图 14.6(b) 中 的 树 代 表 游 戏 0, 而 它 的 树 只 是 一 个 单 狐 的 

— {54 — 


谨 点 .这 个 理论 的 一 个 重要 定理 说 ,得 … 个 游 厂 都 有 一 个 叭 一 - 
的 典范 型 ,这 意 岂 是 说 ,唯一 的 一 棵 具有 斥 可 能 最 少 的 分 支 的 
树 . 例如 ,图 14.70Dp) 的 典范 型 由 图 14.8 给 出 . 


14.8 
下 具有 许多 有 趣 的 子 群 . 最 简单 的 或 许 是 10,* | ,其 中 
部 是 几 14.5(e) 中 的 游戏 , 它 的 树 在 图 14.9 中 恰 出 . 


N 


图 14.9 

你 应 该 验证 * + * =0. 事实 上 , 树 呈 左右 对 称 的 任何 游戏 
显然 必定 共有 阶 2. 图 14.3 中 的 树 我 只 是 两 来 玩 玩 的 ,结果 发 
现 它 的 典范 型 就 是 * 的 树 (图 14.9). 这 是 伯 利 坎 普 给 我 指出 
BJ. 一 个 亚 袋 的 问题 是 :给 出 一 标 树 ,怎样 找 出 它 的 此 范 型 ? 这 
个 一 般 的 问题 时 NP — 国难 的 . 

r 的 最 重要 的 子 群 是 一 个 称 作 “ 数 " 的 群 , 它 同 构 于 二 进 有 
理 数 群 宇 .ma 的 树 只 不 过 是 


GQ 天窗 级 力 a 中 
"ON i,m HIE- TR RO fE bh aE Fak n QW 329 ,此 即 ` DR EE 
数 . 如 所 有 整数 .172" .34 等 . EREA ERAEN RARA 详情 可 参见 
Xp 进 数 取 克 勒 车, 湖南 教育 出 版 社 .1995 FIE). i 
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| 1061 
HHUuFBH m + n = (m + RnR) 了 D 是 一 件 微不足道 的 事 . 更 有 趣 的 是 
1⁄2". CER E 


于 是 ,图 14.8 和 图 14.7(b) 者 是 1⁄2. 一 个 美妙 的 练习 是 证 明 
172° + 1⁄2" = 1⁄2" .因此 ,“ 数 ”的 加 法 就 像 普 通 数 的 加 法 一 
EE. 3⁄4 的 树 是 


HENS T ERR TRF. 因此 大 们 可 能 要 问 ,比方 说 , * 
在 这 个 俞 序 中 地 位 如 何 . 可 以 证 明 * 是 一 个 "无穷小 " ,这 意思 


TRAP m RIERREN m ARRE i, F, a ET rH EEE n 代表 
BUJBR AK. Um + ai 是 指南 e + a ERRE. -—- 译 证 
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旺 说 , 它 小 于 任 和 [TL“ 数 "而 大 于 任 人 证 负 “ 数 .但 与 0 不 可 比较 . 
这 是 一 个 很 容易 的 练 涩 . 

项 在 我 的 癌 题 是 决定 何 时 打住 ,因为 还 有 如 此 多 的 内 容 叫 
以 介绍 , 例如 ,游戏 具有 叫做 温 庆 ( 每 一 个 六 戏 或 者 是 热 的 ,或 
者 赴 冷 的 ,或 者 是 渴 的 ) 利 原子 量 的 性 质 . 从 工 到 * 数 "有 着 重要 
BELA, E AT R R (cooling) MAOS (chilling). 在 - - 些 情况 
FARA — T m Hd, RER waning); 3835. SF. it, R 
TRATHA U B| E EJES X:03FE T ` 


解决 与 分 解 
-个 游戏 被 解决 了 ,这 意思 是 指 什 么 昵 ? 一 个 对 组 合 对 第 


论 ( 以 下 简称 为 CG 了 还 没 人 门 的 人 可 能 会 以 为 ,这 是 指 知道 谁 ` 


芷 必 胜 者 并 且 庆 道上 怎样 才能 取胜 ,也 就 是 说 ,描述 出 取胜 之 道 . 
CGT AJ RER 的 观念 贿 有 些 独特 ,而 旦 首先 就 与 这 种 幼稚 的 观 
念 多 少 有 点 不 同 . 说 一 个 游戏 被 解决 了 ,意思 是 指 人 们 确切 地 
知道 了 这 个 游 战 是 工 的 哪 一 个 元 素 , 或 者 更 准确 地 说 ,知道 了 
它 的 典范 型 . 这 艇 称 为 这 个 游戏 的 值 . (在 实际 操作 中 ,如 果 能 
把 - :个 游戏 表示 为 : 些 坎 值 已 知 的 游戏 的 和 ,这 将 是 令 人 满意 
的 . 过 一 会 几 我 们 还 要 提 到 这 一 点 .) 

举 一 些 例子 :2 x 5" 横行 霸道 "的 值 居 1 一 1-1 如 果 你 不 知 
追 这 符号 的 意思 ,请 不 要 感到 不 安 ) . 已 知 5x 和 横行 霸道 "只 有 
值 90, 因 此 它 是 一 个 第 二 位 局 中 人 必 胜 的 游戏 ,然而 ,知道 了 这 
件 事实 并 不 意味 着 天 们 不 用 执行 一 个 大 运 算 量 的 计算 就 会 得 到 
这 第 二 们 局 中 人 的 必 有 星 策略 . 

事实 和 上 ,关于 “横行 困 道 "的 情况 颇 为 令 人 迷惑 . 甚至 像 2x 
“横行 香道 ”这样 看 上 点 二 分 简单 的 游戏 也 是 很 不 平凡 的 . 伯 
利 坎 营 对 当 a 为 奇数 时 的 值 有 -个 “公式 ”， 结果 发 现 只 有 尖 n 
= 13 上 时 2x 才 是 - -个 第 二 位 局 小 人 必 上 竹 的 游戏 , PE eH BE 
之 说 3》 的 时 候 .4x4 尚未 解决 ,而 在 前 一 年 , 伯 利 坎 普 闸 把 它 作 
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学 期 作业 布置 给 麻 省 理工 学 院 的 两 名 大 学 生 . 他 们 给 出 
DMAE MRS 个 是 正确 的 . RERI E AOE ho 8 
答 ,他 提供 了 ,但 是 结果 发 现 这 解答 还 是 有 个 毛病 , 最 后 , 沃 尔 
夫 利 用 .个 计算 机 程序 给 出 了 主 确 的 (但 订 如 此 ) 典 范 吉 .这 标 
HRA 52 个 分 支 ， 

但 好 | 果 CGT 不 能 告诉 人 们 怎样 玩 游 戏 , 那 它 有 什么 好 ? 这 
是 一 个 合理 的 问题 , 莒 答 是 这 个 理论 对 一 类 受到 很 大 约束 的 游 
三 极其 有 用 ,有 具体 地 说 ,它们 是 工 中 那些 能 表示 为 其 值 已 知 的 
简单 游戏 之 和 的 游戏 , 这 种 游戏 称 为 分 解 的 . 它们 的 典型 就 是 
Nim 游 颈 ,这 里 人 们 显然 是 在 玩 一些 游戏 的 一 个 和 ,而 其 中 每 一 
个 游戏 都 是 彻底 平凡 的 . {TT 中 对 应 于 一 个 z + Nim HHT 
PRA Nimber, iU x a. JA MEZ -F Nim 堆 的 树 .) 其实, 一 
种 看 待 CGT 的 方法 是 把 它 看 作 Nim 理论 的 一 个 大 范围 推广 . 

现在 我 要 说 ,大 多 数 可 能 使 人 们 人 迷 的 游戏 都 不 是 可 分 解 
的 . 例如 ,第 11 章 中 所 描述 的 "大 嘴巴 "游戏 就 决 不 会 被 分 解 . 
然而 , 谁 玩 过 那 闭 名 的 “ 连 点 成 盒 " 游 戏 , 谁 就 曾 直 到 过 关于 分 解 
的 一 个 绝妙 的 例子 . 请 回忆 一 下 在 残局 阶段 ,盘面 被 分 割 成 不 
相交 的 区 域 ,它们 具有 这 样 的 性 质 :在 -个 区 域 的 两 点 间 连 上 一 
条 线 , 就 把 这 个 区 域 中 的 所 有 盒子 都 给 了 对 方 .{ 在 # 到 胜 之 道 》 
中 ,有 整整 一 章 共 43 页 专门 用 来 讨论 * 连 点 成 盒 " ,这 是 伯 利 坎 
普 的 一 个 特产 ,虽然 还 没有 建立 起 一 个 完整 的 理论 .) 

那么 (最 后 与 关于 围 醋 的 情况 辣 何 ? 在 一 局 围棋 开始 阶段 
出 现 的 局 面 肯定 不 能 分 解 . 然而 ,在 终 共 的 最 后 阶段 所 出 现 的 
局 面 确实 可 以 分 解 一 - 妍 在 COT 的 专门 性 意义 下 ,也 在 盘面 被 
划分 为 各 自 独 立 的 区 域 这 个 地 理 意义 下 于 是 应 用 CGT 就 
能 得 到 丰硕 的 成 果 . 对 于 仅 包 会 少数 几 个 “地 块 "(区 域 ) 的 局 
面 ,即使 其 中 有 些 “ 地 块 " 仍 超出 了 CGT 分 析 力 所 能 及 的 范围 ， 


D Flwya ,舍利 欣 普 的 务 ,如 此 称呼 表示 关系 密切 .一 一 译注 
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Ek F rr dé Be Fare T DREE. 们 利 坎 普 和 他 的 合作 
者 所 微 的 是 构造 了 茶 些 用 突 局 面 ,它们 确实 是 分 解 的 ,而 晶 上 其 中 
与 备 个 区 域 机 联系 的 游戏 的 值 可 以 被 计算 出 来 . 作为 例子 ,下 
II 14.10 和 图 14.1 中 的 国 棋 局 而 分 别 具 有 像 我 们 的 老 朋 友 
1⁄2 和 =* 那样 的 值 . 

PS 14.12 显示 了 图 14.1 中 排 局 问题 的 分 解 . 凝神 观赏 吧 ! 

征 这 个 例子 中 , 白 方 先行 , 恋 一 蕊 ,但 是 他 必须 每 一 步 郡 起 
对 . 有 一 个 软件 包 ， ARTUR MIE o RIR 于 其 向 题 集 
的 淤 戏 中 潍 最 优 且 临 走 于 .这 个 软件 并 不 对 棋局 发 展 作 预 人 入; 
E AT D DI EAEE (a BERKE RET., A 
AEA ik ET A A 8 LA A ap K R ERE . 


AD 


图 14.10 


D < ATNA 


D 二 
E- 


1 s 


图 14.11 
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EPE 一 个 日 然 的 问题 是 :我 们 从 这 里 走向 何方 ”让 高 手 
们 抓 耳 找 腮 固然 是 很 有 乐趣 的 ,但 是 既然 人 们 知道 能 做 到 这 一 
点 ,那么 目的 也 就 达 划 了 . 然而 还 有 其 他 的 理由 要 把 这 种 研究 
进行 下 去 . 伯 利 坎 善 指出 ,职业 间 棋 于 已 经 构想 出 各 种 各 样 十 
分 成 熟 但 多 少 有 点 不 精确 的 原 划 , 供 他 们 在 下 终 招 时 使用 . 他 
相信 ,利用 CCT, 这 些 * 经 验 法 剂 " 中 有 一 些 可 能 会 得 到 精确 的 数 
RR. 人 们 林 以 把 这 个 雄 图 大略 看 作 是 对 现代 对 策 论 早期 上 
作 鸭 一 个 非常 精 敏 的 模拟 . 这 里 所 指 的 现代 对 策 论 早期 工作 ， 
县 悚 地 说 就 是 博 备 和 尔 和 裔 - i Bra (vom Neumann) fE 28 H 3: — 
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人 扑克 游戏 中 率 诈 策略 “的 完整 数学 理论 时 得 到 的 结 旧 . 
一 些 反 思 


或 许 我 应 该 为 在 前 面 的 段落 中 公然 进行 教学 表 杰 道 痰 .最 

初 .我 对 组 台 对 策 论 是 一 无 所 知 ,而 且 ,应 该 很 显然 的 是 ,我 至 今 
也 .只 不 过 涉 点 它 的 表面 . 然而 ,这 一 经 历 纵 我 留 下 了 对 数学 本 

身 那 种 不 可 洛 状 的 多 样 性 的 一 种 床 倒 一 切 的 敬 县 感 .《 取 胜 之 
道 3 的 作者 们 创造 了 一 个 数学 仙境 . 据 我 所 知 ,在 这 个 学 科 中 还 
没有 其 他 地 方 像 它 那样 晃 远 ,想到 这 一 点 ,我 妨 不 住 多 少 用 一 
些 思辩 来 作为 结束 . 

常 听 到 有 人 说 数 掌 的 所 有 一 切实 际 上 是 一 个 整体 ,而 县 随 
春 这 个 学 科 的 发 展 , 我 们 最 经 将 清楚 地 看 旬 每 一 件 事 物 是 如 何 
与 其 他 每 一 件 事 物 相 一 救 的 . 在 我 看 来 ,布尔 巴 基 的 整个 事业 
就 是 基于 某 种 像 这 样 没有 明说 的 假设 . 那些 作者 看 来 一 直 在 努 
力 帮 助 我 们 找到 "看 竺 事物 的 正确 方法 ”. 但 是 我 很 想 知 道 这 种 
对 终结 统一 人 性 的 信念 是 否 不 改 于 仅 为 一 种 一 厢 情 愿 的 想法 . 当 
然 , 如 归 上 从 少数 儿 个 指导 性 原则 出 发 ,我 们 能 得 到 对 每 一 件 事物 
的 一 个 理解 , 那 将 是 十 分 美好 的 . 不 幸 的 是 , 现 有 的 证 据 中 没有 
一 件 能 提示 这 种 情况 经 将 发 生 . 比方 说 ,在 超 限 基数 理论 一 
与 储 微 分 方程 数值 解 这 另 一 _ 方 之 间 , 会 老少 统一 性 呢 ? 

放 数 学 之 外 的 科学 中 人 们 也 听 到 关于 统 _ 性 与 多 样 性 的 
争论 . 物理 学 家 谈论 着 他 们 正在 寻找 的 太 统 一 理论 , 或 许 已 设 
计 建 造 的 “超级 对 擅 机 " 包 将 会 提供 这 方面 的 一 些 线索 ,但 如 果 


T 基 文 为 bluafing, 意 思 且 手中 人 章 的 明明 是 坏 牌 孝敬 下 大 财 注 起 把 对 方 吓 得 放 
FERR. 《自然 杂志 ?19%86 年 第 12 期 圭 署 名 木 其 的 交 查 对 策 论 , 外 交谈 判 及 其 
也 3# 绑 全 著名 的 如 尼 黑 谈 羯 对 此 作 了 精彩 的 介绍 . HEIE 

全 这 莽 措 美国 二 1989 Ea CEAN E TE A PL". 但 这 项 工程 从 TE 
BERERE 1993 年 10 月 ,美国 佑 众 两 院 联 席 会 议 以 于 数 生 决定 中 上 上 这 工程. jy 
情 可 参见 & 科 党 31993 年 第 期 上 部 忠 强 的 文章 # 者 导 赵 级 对 摘 机 .一 -- 洋 广 
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经 验 有 什么 指导 作用 的 话 ,那么 这 一 大 堆 刹 件 结果 所 产 :和 牛 的 难 
题 可 能 比 它 所 解决 的 还 要 多 . 在 这 种 情况 下 ,我 猜想 我 们 会 继 
综 下 去 ,建造 “顶级 对 挤 机 ”. 

我 二 人 的 直觉 是 , 数 党 (或许 还 有 物理 学 ) 不 会 站 向 统一 . 
ERRAR RTE 黄 至 布尔 巴 基 式 的 努力 最 终 也 可 能 是 整 天 
于 利 , 因 为 它们 抽 估 们 的 思想 强 追 纳入 一 个 规定 的 框架 . 我 预 
期 组 合 对策 论 只 是 自由 自在 的 数学 想像 所 能 创造 的 :一 个 例子 ， 
肯定 还 将 有 许多 其 他 的 例子 . 我 猜想 数学 非但 不 会 变 得 统 一 ， 
相反 , 它 将 以 完全 不 可 预测 的 方式 继续 多 样 化 . 这 看 起 来 可 能 
是 一 -种 在 系 种 程度 上 有 点 可 怕 的 想法 ,但 是 如 果 止 如 我 所 相信 
的 那样 ,这 就 是 我 们 生活 在 其 中 的 宇宙 的 本 性 ,那么 我 们 还 是 应 
该 勇敢 地 子 以 面 对 . 

到 处 是 定理 

莎士比亚 写 道 ,可 发 现 “ 树 木 间 的 谈话 ,溪流 中 的 文章 , 石 涉 
中 的 局 示 ,以 及 每 件 事 物 中 的 益处 ”中 . 如 果 他 那 时 喜爱 数学 , 那 
么 他 可 能 还 会 在 某 些 地 方 发 现 定理 .或许 就 在 云端 - 是 的 ,我 想 
具有 ”数学 意识 "的 人 经 常会 在 一 些 没 有 预料 到 的 地 方 一 头 碰 上 
定理 . 

党 个 例子 . 我 最 近 想 起 了 一 种 智力 游戏 , 它 过 去 经 常 
一 一 或 许 现在 仍然 一 一 出 现在 儿童 杂志 中 . 它 要 求 休 用 尽 可 能 
少 的 步 数 一 一 比方 说 一 一 从 SHP( 船 ) 走 到 DOCK( 码 头 ), 走 法 
由 下 而 这 个 可 能 的 解答 子 以 例 示 . 


T EIRIN AEN HE S tP A I A Yon ike R)9E — SEIS — Eg rh g 2 š 
(Duke Senior] 的 浴 词 . EA H. Finds tongues in trees, books in the running brooks, /Ser- 
mons in stones, tj goud in everything. ” 我 因 闭 各 部 二 出 亚 作 品 翻译 家 束 生 最 的 谋 立 
是 :……… 则 可 以 听 覆 木 的 谈话 ,名 中 的 流水 便 是 天 好 的 文章 , -AA GRASS 
HE, E- PERE E. AT APERE Ak E RE E EEEE, REAA 
项 社 ,19 台 年 版, ) BHA E FX SE. r Wi — EE: 


— 162 一 


SENP, SHOP, CHOP, COOP, COOK, COCK , DOCK. 
XAAR Spa H gi USE F A. 这 一 事实 让 人 起 钊 ,对 
于 那些 不 把 时 间 花 在 做 更 有 意义 的 事 上 的 人 来 说 ,可能 还 会 有 
EARRA HEER.) 

于 是 这 里 有 
H- 码头 定理 在 这 个 问题 的 任何 解答 中 ,一 定 丰 在 -一人 
词 , 它 的 字母 中 至 少 有 两 个 是 元 音字 母 . 


当然 ,我 不 是 要 把 它 作为 -… 个 挑战 性 问题 提 给 这 本 杂志 邓 


的 读者 们 ,而 是 它 可 以 在 其 他 方面 派 用 处 . 正如 已 经 提 到 过 的 ， 
这 是 出 自 “ 日 第 生活 "的 定理 的 -- 个 例子 . 而 且 , 这 个 结果 可 以 
人 台 于 理解 地 定 认 为 是 应 用 的 数学 ,因为 它 可 用 于 解决 船 - 码头 
问题 : 它 提 示 用 双 元 音字 母 词 从 中 同 开始 而 不 是 从 任何 -- 头 开 
始 . 还 有 , 它 提供 了 又 一 个 示例 ,这 个 示例 (与 哥 尼 斯 保 七 桥 问 
题 & 帕 普 斯 定理 3 等 其 他 示例 一 起 ) 使 人 们 相信 ,数学 并 不 是 他 
们 中 许多 人 斌 为 的 那样 是 对 数 的 研究 . 

然而 ,对 我 来 说 最 为 感 兴趣 的 是 ,这 个 结果 有 可 能 应 用 于 教 
F. 最 然 , 理 解 这 个 问题 不 需要 什么 数学 背景 . 在 有 限 的 几 次 
实验 中 ,我 神经 试 着 向 一 些 人 陈述 这 个 绪 杂 并 要 求解 释 它 为 什 
么 一 定 是 这 样 ( 我 尽量 避免 使 用 * 证 啊 " 这 个 名 ,看 来 这 个 词 会 立 
BPS AIEE A NIIR). 反应 是 各 种 备 样 的 从 (a) 近 平 对 抗 ， 


T RERA - 些 租 俗 下 流 的 词 足 出 四 个 字母 拼 焉 的 ,一般 称 为 "四 宇 峡 下 济 
HJ. MG TS PEP BJ coek, k 22 EAn, JH v E 14 R PE E PS PR nb... Bh ELE nl 
法 .一 一 译注 

= PRRI T p T AR ETER. -e 译注 

E KJ RUE P 8-1; AFDE 1 Ehr KYE, E 29 WL k ES A ch CS a i 
的 第 4 章 . 一 :入 注 

DK PTP E SE T A L K EAr im PE EKES JU in bg) 1A Tok hah dm S as 
TIRER. S 一个 在 第 6 章 . 竺 一 般 说 到 由 普 斯 定理 ,总 呈 指 第 13 章 中 那个 普 
名 的 射影 并 人 条 定理 } .一 一 详 注 
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“ 昕 着 ,我 离开 学 被 就 停止 接受 考试 了 ”, 到 {hb} 窒 廊 , “我 们 换个 
WEE” ,到 te) 微 光 内 现 , “这 很 显然 ,因为 Ship A Doek 中 的 元 
音字 母 处 在 不 癌 的 倍 置 “你 的 路 子 直 对 了 ) ,到 (“哎呀 ,我 完 
全 明日 这 -… 点 ,但 我 不 能 解释 "(这 种 说 法 我 以 前 在 秆 么 邮 方 听 
到 过 ?) ,到 (e) “这 是 因为 答 个 词 都 必须 全 人 少 会 一 个 元 音字 挟 ” 
{很 好 ,你 几乎 要 成 功 了 1) ,到 (人) 完成 证 明 , 以 及 表现 史 好 的 (g) 
因 看 到 这 些 逻 辑 片 段 是 怎样 结合 起 来 的 而 感到 快乐 当然, 正 
是 tg) 让 我 们 不 断 前 进 并 使 数 掌 的 实践 成 为 一 个 如 此 有 回报 的 
Rak. 作为 数 师 ,我 们 的 部 分 任务 就 是 调动 我 们 的 学 生 离 开 情 
况 (g) 而 走向 情况 (g). 不 幸 的 是 , 据 我 所 知 ,至 今 还 没有 人 和 想 出 
怎样 做 到 这 一 点 . 或 许 我 们 所 能 做 的 最 好 的 事 就 是 在 云端 搜 寻 
[1121 更 多 的 定理 . 
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我 提出 下 面 的 例子 ,以 再 次 引入 迟 诊 这 个 耳 题 { 风 第 2 章 ). 

邦人 把 数 a 各 分 配给 你 我 二 人 ,它们 是 相 邻 的 正 整数 , 比 
Jf b = arl. 我 们 每 人 部 知道 归口 的 数 ,但 不 知道 对 方 的 数 . 
一 台 报 时 器 每 也 16 称 钟 发 出 一 次 哇 狠 声响 ,这 时 如 果 我 们 中 右 
哪个 知道 了 对 万 的 数 B 3k z. Zm TE 2 Bag Es Ip] zh SR JS sr BJ: Ai 
这 一 点 ,于 是 游戏 结束 ， 

这 个 游戏 看 起 来 左 为 旋 唐 ,这 问 隐 发 生 的 嘟 财 羡 ; 响 会 对 局 
PARIAR E? 例如 ,假设 我 的 数 是 10, 你 的 数 酉 11. HE Z, 
我 们 都 知道 在 第 -~ -次 声响 后 我 们 中 没 信 会 作家 布 ,因此 当 这 样 
于 继续 入 和 行 下 去 的 时 候 , 我 们 的 情况 似 平 不 会 比 蜀 开 始 时 有 所 
WERE. Rm, RITA 

定理 在 绝对 正确 的 玩法 下 , 掌 提问 的 那个 人 和 将 在 第 请 次 
声响 后 宣布 对 方 的 数 是 口 + 1, 


对 = 用 数学 归纳 法 . 如 果 我 的 数 是 1 我 便 其 道 你 的 数 是 2， 
于 是 我 将 在 第 “次 声响 后 于 以 宣布 ,现存 假设 我 的 数 是 n. g 
来 你 的 数 是 -1, 则 根据 站 纳 法 假设 ,你 将 在 第 7 — 1 02 J Fa 
插 出 宜 市 ,因此 一 旦 你 没有 这 样 做 ,我 号 知道 你 的 数 是 a + 1. 

苦 然 这 个 证 明 是 下 确 的 , 介 是 仍 令 人 迷惑 不 解 . 一 个 我 人 
AERLE SAREREA PEETA ED, 怎么 会 导 敏 游戏 对 局 横 势 
的 灾 化 呢 ? 为 了 和 弄 明 白 这 一 点 :假设 我 的 数 是 3, 你 的 数 是 4. BE 
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ARIE ERAB ER K Pil AEA AEE T. 然而 ,我 
不 知道 你 知道 这 一 点 ,因为 就 我 所 能 知道 的 ,你 的 数 也 可 能 是 
2 ,假如 是 这 种 情况 ,你 会 想到 我 的 数 可 能 是 1, 从 而 推测 我 可 能 
马上 杰作-- 个 宜 布 .因此 ,这 第 一 次 声响 给 了 我 新 的 信息 人 ， 如 
采 我 们 的 数量 4 和 5, 那么 我 确实 褒 道 你 知道 在 第 一 次 声响 后 不 
会 有 人 作 宣 布 , 但 是 你 却 不 知道 我 知道 这 一 点 ,如 些 等 等 ， 

这 是 已 开始 被 称 为 公共 知识 (comamen knowledge) 游戏 或 迷 
题 的 智力 游戏 的 一 .个 例子 . 这 里 还 有 一 个 ， 有 一 个 学 校 , 企 是 
聪明 伶俐 的 乡音 一 天 早上 ,在 -个 有 20 个 孩子 的 班级 里 ,有 
14 T£ aR sk ECZ. 老师 说 , “我 们 来 玩 一 个 游戏 . 你们 
大 家 可 以 相互 看 看 各 人 的 膀 . 这 人 台 报 时 器 将 每 隔 10 秒 钟 响 一 
次 ,如果 你 知道 了 你 自己 的 脸 是 有 驻 的 ,就 请 在 声响 后 举 手 .” 游 
戏 开 始 了 .得 过 了 元 分钟, 什么 也 没 发 生 ， 于 是 这 位 老师 说 , “我 
看 我 还 得 给 你 们 一 个 提示 . 你 们 当中 至 少 有 一 个 人 的 脸 是 脏 
的 .” 央 为 每 -个 孩子 都 至 少 能 看 到 13 张 脏 笨 ,这 位 乎 并 不 是 什 
么 重大 的 新 闻 , 然而 , 当 这 游戏 重新 开始 ,到 第 14 次 声响 后 ,所 
有 的 脏 脸 孩子 都 举 起 了 手 . 这 个 证 明 留 给 读者 ,仍然 是 用 数学 
归纳 法 ,这 次 是 对 脏 脸 的 个 数 作 归纳 、 

从 那个 提示 中 大 们 得 到 了 什么 新 的 信息 ? 让 我 们 考 虚 只 有 
你 和 我 是 及 腔 的 情况 . 在 提示 之 前 ,我 知道 你 不 会 在 声响 后 作 
Am. 但 在 提示 之 后 ,就 有 了 你 会 作 宜 布 的 可 能 性 ; 具体 地 说 ， 
是 在 我 的 脸 基 干净 的 假设 下 ， 如 果 还 有 第 三 张 脏 脸 ,那么 我 们 
都 知道 在 第 一 -次 声 啊 后 没 人 会 作 宜 布 ,但 是 我 不 知道 你 们 知道 
这 一 点 一 一 如 此 等 等 ， 

关于 这 个 主题 的 最 数学 的 变 体 是 康 志 和 癸 特 森 发 明 的 一 个 
游戏 局 . 一 个 房间 里 有 六 个 人 ,每 个 人 的 额头 上 都 写 着 -- 个 非 


D 其 体 地 说 ,这 个 信息 是 :由 王 设 人 和 帮 宣 布 ,因此 如 果 你 的 数 是 >, 那么 你 就 排 
除了 我 的 数 是 1 的 可 能 性 ,从 而 你 将 在 第 二 次 声响 后 官 布 我 的 数 是 3. 一- 译注 
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负数 ,第 大 个 局 中 大 的 数 是 a;. 此 外 ,还 有 不 密 于 页 个 的 不 同 正 
数 44, 写 在 一 执 黑 报 上 , 共 由 和 有 -一 个 是 那些 & 2 s. 这 些 数 不 
-E ERR. 每 一 们 局 中 人 部 看 到 了 陈 白 已 略 头 上 的 数 以 外 的 
所 有 有 有数 ,我 们 还 是 使 用 卷 台 每 隔 10 秒 钟 啊 - 一 次 的 报时 器 . 这 里 
的 目的 是 ,看 看 要 响 多 人 少 次 才 会 丰 某 位 局 中 人 知道 他 和 白 已 的 数 ， 
HEF Gi, HIK H- T 4, 足 真 正 的 和 ,这 是 一 回 事 . RE -MF 
攻 定 理 册 / 言 ,这 个 游戏 总 会 结束 . 

我 们 又 有 证 一 个 性 论 . 例如 ,假设 在 这 样 的 一 个 三 人 游 奈 
中 ,上 所 有 小 号 的 a 是 2, 南 大 写 的 4 是 6,7 和 8. 于 是 每 个 人 都 知 
道 , 户 书 的 数 至 多 是 4, 而 对 手 们 所 看 到 的 两 个 数 , 上 共和 至 名 为 
6. 这 样 , 九 3 个 4 中 的 任 一 个 都 可 能 是 真正 的 和 ,因此 在 第 一 次 
启 啊 后 不 会 有 什么 及 广 . 

关于 康 韦 - 佩 特 棱 定 理 的 最 令 人 意外 的 事情 或 许 是 , 它 的 
证 明 极 其 简单 ,条 件 是 你 要 用 正确 的 方式 来 解读 ,不 过 ,在 介绍 
这 个 让 出 之 前 ,让 我 们 先 考 察 一 下 局 中 人 是 两 个 ,而 黑 板 上 的 两 
个 数 是 4 < B 的 情况 , 在 这 样 的 (4 ,8B) 游戏 中 , 当 且 仅 当 一 对 
Hkr a,b) WE a+b = 4 或 e+ = B88 时 ,我 们 就 说 (4， 
b) ÆR BERI. 于 是 由 可 能 的 数 对 (a ,5) 所 组 成 的 集合 就 是 平面 
上 的 对 斜 线段 . JILE 15.1. 


-— 167 — 


这 样 , 在 一 次 声响 后 就 结束 的 游戏 下 是 那些 其 中 有 一 个 元 
Ka 大 于 4 的 数 对 ,这 是 内 为 看 害 这 样 一 个 x 的 局 中 人 将 知道 
-114. FIEBRE B. 这 些 数 对 就 是 图 15. 1 中 线段 号 上 机 着 1 的 两 条 
线段 . 排除 掉 这 些 和 包含 一 个 大 于 A 的 数 的 数 对 后 ,如果 有 一 
数 对 包含 一 个 小 B - À 的 数 , 那 么 相应 的 游戏 将 在 第 二 次 声 
啊 司 结束 ,这 是 国 为 看 到 这 个 数 的 局 中 大 将 知道 真正 的 和 是 A. 
这 些 数 对 就 是 线段 4 上 标 着 2 的 线段 . 在 这 种 方式 下 ， SN k 
BIL A TT PL a HE 94 AR REE A -— 35 A m 9 28 E. 

15.1 AIFA ELR ETA ZE 4 š 次 声响 后 全 被 排除 ， 因此 ， 2 
a = b = BAI ARAPATA RE o e a, 

在 给 出 一 般 的 证 明之 闹 , 我 们 娄 引 进 另 Dog 
gm EH Sr (J. M. Lasy) ER. M. Morb 和 索 利 米 尼 
(S.Solimini)-2i 发 更 的 . 甚至 当 黑板 上 的 数 比 局 中 大 的 个 数 还 
要 多 时 EG - 佩 特 森 游 戏 也 可 能 结束 . 例如 ,我 们 将 证 明 , 当 

局 中 Tish papas 15 时 ,这 个 游戏 至 多 在 1 


5 一 和 o 
(055 (08)6 (0,15) 1 
(1,9 (1.228 (1,14) 1 
(2,3) 3 (2,6)2 (2.13) 1 
(3.334 (3.121 
(4.4) 10 (4,11) I 
(5,10) 1 
(6.9) 1 
78) 7 


表 15.1 可 能 的 数 对 


H5: 


T AUA PEA EPE RRE". RHR ri. ER K. E E 
S. PTEE kus EE EE, A EA aR T HI" 8” 693; 
EEVT R RGIEL: MAEAEA G ME lu AA PS RELE E E. -一 jii 
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同 往常 那样 ,在 着 手 分 析 时 , 肖 先 找 出 使 得 游戏 在 一 次 声 啊 
后 好 和 纤 东 的 数 对 ,其 次 找 出 那些 使 得 游戏 在 两 次 声 啊 后 结束 的 
数 对 ,如 此 等 等 J 4.1 中 放 在 每 个 数 对 括 导 后 面 的 数字 ,表示 
相 凡 的 游戏 到 结束 时 所 响 的 次 数 . 首先 ,如 果 有 个 数 太 于 8. 
财 么 看 到 这 个 数 的 局 中 人 将 知道 真正 的 和 上 15, 从 而 就 会 在 第 
一 次 虞 响 后 予以 宣布 注意 从 9 到 15 这些 煞 ,它们 正 是 那些 人 
在 一 个 可 能 的 数 对 中 出 现 的 数 , 删 掉 这 些 数 对 后 ,我 们 看 到 只 
有 一 个 数 村 (2.6) 包含 着 一 个 6, 因 此 如 果 有 - :位 局 中 大 看 到 一 
个 56, 他 将 知道 真正 的 和 尽 8., 并 在 第 二 次 尚 响 后 作 宣 布 . 排队 把 
这 个 数 对 ,我 们 发 现 (2,3) 是 仪 存 的 包含 2 的 数 对 ,因此 接 下 来 
就 把 它 排 除 醒 ,如 此 等 等 . 这 规律 丘 简 单 也 趟 过 了 . 在 每 一 步 ， 
找 出 所 有 上 则 被 一 个 数 对 所 包含 的 数 并 排除 掉 这 些 数 对 .点 啊 10 
次 的 谭 对 就 是 每 位 局 中 人 的 数 部 是 4 的 那个 . 

蛋 一 方面 , 旭 果 上 向 例 子 中 的 8 改 为 9, 我 们 将 证 明 这 个 洲 
ARa ER. 同 前 而 一 翌 ,我 们 看 到 , 当 岂 仅 当 有 一 个 数 大 于 
或 等 于 10 时 ,这 个 游戏 将 在 第 一 次 虚 响 后 结束 . 然而 ,到 这 里 我 
们 卉 无 法 前 进 了 ,因为 如 表 15.2 所 具 , 每 个 数 部 在 余下 数 对 的 
两 个 数 对 引出 班 , 因此 大 论 局 中 人 看 到 什么 数 , 他 们 都 将 无 法 
M PL EB a H TT el gi. 


5 9 15 
(0.5) (0,9) — (021531 
(1.4) (1.8) (1.14: 1 
(2.31 (2.7) (2.13) 1 

(3.6) (3.12) 1 

4.51 (4.11) 1 
《107 1 
(6.9) 
(7.8) 


表 15.2 可 能 的 数 对 
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在 [21 中 ,作者 们 对 两 个 局 中 人 、 三 个 黑板 数 的 游戏 进行 了 
完全 的 分 析 . 假设 A, < A, < 43，, 那 人 么 这 样 的 游戏 会 结 训 的 充 
人 必要 条件 是 ,存在 整数 p 和 9g, 使 得 A < p(A;- A) + glz- 
As) < A, — Az. 

HHE í Fg Tlf KTM eri 2 B KT N 个 局 中 
ÀN. N POSROSCHERKDUDESE - 佩 特 其 定理 的 那 简单 得 出 人 意料 
的 证 明了 . 关键 的 想法 是 用 皮 证 法 证 明 . 不 是 去 证 明 游 戏 必定 
丛 结 束 ,而 是 证 明 对 这 种 游戏 来 说 不 结束 是 不 可 能 的 ,就 像 在 
上 上面 政 个 例子 中 那样 ,对 于 一 个 在 能 缚 东 的 游戏 ,一 : 定 会 在 某 次 
声 啊 后 遇 到 不 可 能 再 排除 任何 可 能 的 六 元 组 的 情况 , Px ph wt 
尝 样 才 会 发 生 吡 ? 管 案由 一 个 关于 向 其 空间 的 简单 定理 给 出 . 

对 于 一 个 久 维 向 其 的 集合 35, 加 果 对 S$ 中 的 任何 一 个 元 素 a 
以 中 任何 一 个 指标 i, 存在 着 $8 中 的 一 个 向 量 a' , 它 与 & H H: SB 
i 个 坐标 不 相 问 , 则 我 们 称 S 为 模 楼 两 可 的 (ambiguous}， 如 末 一 
个 游戏 进行 到 其 一 步 ,余下 的 六 元 组 所 组 成 的 焦 人 台 是 模棱两可 
的 ,那么 得 一 个 局 中 大 痢 不 能 从 下 一 次 声响 中 得 知 什 么 信息 :对 
于 他 和 日 己 的 数 ,至 少 总 有 两 个 可 能 的 值 , 

给 出 AE .让 我 们 记 ao 为 a HEIRE AL 

引 理 ”如果 3 是 一 个 六 维 向 量 的 模 核 两 可 的 有 限 全 ,那么 
坐标 和 a 的 集合 一 定 素 小包 含 N41 个 元 素 . 

XIT N = 1 结论 唾 手 可 得 ,现在 选择 这 样 一 个 汇 素 a = 
《el ay), Per: BJ a 村 5 中 所 有 元 素来 说 是 最 小 的 . 并 今 5 
是 所 有 这 样 的 六 — 工 维 向 量 x = 《x3,…,xwn) 的 集合 ,它们 使 得 
(ax xz 在 3 中 .那么 8 也是 一 个 模 楼 两 可 的 亲生 集 
T. 因此 根据 归纳 法 很 设 ,$’ 中 的 向 量 至 少 有 (NW -1)+]=N 
个 不 同 的 坐标 和 . 这 样 , 形 如 (oj, x3,… ,xw) BUDE dri y += 
坐标 和 . Ob... by) E S. HAERA ARARA SIE. 根 
据 a 的 选择 方式 以 及 模棱两可 性 的 定义 ,存在 四 > a 
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Eis banu b E SIP AERA ET- -个 党 标 和 , 它 天 于 任 
何 - 一 个 已 考虑 过 的 华 标 和 ,了 就 是 说 , 它 是 第 X + 1 工 个 坐标 和 . 
我 们 指出 ,NW + 1 工 是 * 尽 可 能 最 好 的 ,这 可 以 用 举 标 代为 a 
或 b 的 所 有 向 其 的 集合 作 倒 子 来 对 以 说 明 , 在 这 种 情况 下 ,坐标 
PALT b 的 个 狼 , 它 可以 在 0 Z| XN hoat. 
必 汶 一 个 练习 ,读者 是 以 试 着 证 明和 额头 上 的 数 分 别 为 2,2， 
2, 而 黑板 上 的 数 为 6,7,8 的 工人 游戏 将 在 啊 了 15 次 后 结束 . 


参考 文献 
l. J.H. Conway and M.S. Paterson, 4 Headache-Causing Problem, in 
privately published papers to W. Lenstra on the occasion of the pub- 
lication of his Kuciiedische Getallenlichamen 
2. J.M. Easrv, J, M. Morel, and 5. Solimini, On knowledge games, Re- 
nisa Mathematica de la Universidad Complutense de Madrid 20273) 
(1989). 
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835 6 RCA ER ETIA ELA BJ Fi El ns JU AR, 
特别 是 金 但 林 的 关于 三 角形 中心” 的 菜 些 工作 ,这 里 的 所 谓 中 
心 ,就 是 诸如 形 心 .外 心 . 重 心 之 类 的 点 . 金 伯 林 定义 了 91 个 这 
样 的 点 ,并 由 通过 数值 计算 上 上 的 探究 ,发 规 在 这 些 点 中 间 存 在 着 
(或 者 我 应 流 说 ,看 来 是 存在 着 ) 极 太 量 的 共 线 现象 . 这 些 经 验 
公交 Rasa TPA BEEN FEE MA, MANIRE. fi = 

EHIS P EAA HPS H A b RI 2 Pk > 
全 a Hie HRF, AAR T 样 一 件 
事 -一 证 明 这 些 符 号 的 基 个 相应 葛 行 列 式 为 地 . 这 上 由 一 项 二 
分 理想 地 适 台 于 如 Mathemalica 或 Maple 这 样 的 程 TAARE 
成 的 了 工作 ， 

计 等 届 技 术 的 第 二 种 可 能 的 应 用 , 是 一 种 对 几何 学 问题 特 
别 白 然 的 应 用 , 它 当 然 就 是 计算 机 制图 学 , 这 时 介绍 的 三 个 例 
+f , 共 中 澡 一 个 显示 了 这 种 计算 机 生 域 的 图 形 是 怎样 在 经 典 的 
欧 氏 平面 几何 中 导致 十 分 令 人 惊奇 的 新 结果 的 ， 与 此 相反 ,我 
-19] 们 的 第 二 个 例子 虽然 更 为 初等 ,但 它 处 理 的 问题 却 完全 不 同 于 
我 所 知道 的 任 疝 几何 学 论著 所 论述 的 任何 问题 .在 第 二 个 例子 
中 ， EERME ROAR ENERE Fir LAL. TF H “EI J a 
睛 的 妙 着 ”还 是 出 金 伯 林 的 数 香 实验 给 出 的 . 
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西 姆 森 线 之 舞 


对 了 -个 络 定 铭 三 角形 , 令 S AHAHA. 从 5 LEHE - 
点 五 向 这 -角形 的 二 条 边 作 季 线 ， 

定理 ”这 三 条 得 线 的 种 足 共 钱 ， 

这 条 轨迹 称 为 这 个 王 角 撒 居 于 的 FR E SË (Simson 
line) CILP 16.1).f 据 考 特 (N.A.Court) 在 < 大 党 几何 {College 
Geonielry .New York: Barnes & Noble, 1925 IE revised 1952 年 } 中 
的 说 法 , A TIER Ua Hh gn k 3£ Z r 2 3 3 TJ F 8 PPR ( Robert 
Simson,1687-- 1768), HE, pr Ei B EE + (William Wallace) 
在 1799 年 点 其 的 ] 


图 16.1 


个 二 角形 的 一 条 (延长 了 的 ) 高 和 三 条 延长 边 也 是 西 姆 
森 线 . 要 但 作为 西 姆 森 线 的 高 ,就 将 P E F A ABC 的 某 个 项 
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Epi 


mA. SS U A PI RREK A VE A BLR El BC, W p ATA 
的 对 径 避 .人 一 曙 二 图 ,你 就 会 看 到 这 些 结 论 的 简单 证 明 .) 

接 下 玉 .给 尚 一 个 加 办 接 四边 形 ABCD Kai k T pu 3 pu 
Mg Rek. EI E: S ABC K FD AHIRE. A BCD 甘于 二 的 西 
姆 森 线 , 等 等 ， 放 图 16.2 PRA, 


图 16.2 


考察 了 一 些 像 图 16.2 那样 的 图 形 后 , 2998 ih (Dennis 
Johnem) 注意 到 这 四 条 西 始 森 线 帮 来 是 共 点 的 ,而 且 地 诈 明 了 
确实 如 此 . 这 是 一 个 巨 知 的 结果 (如 考 特 的 f 大 学 几何 》, 定理 
304). 不 过 ,我 们 还 起 把 这 个 交点 称 作 那 已 给 四 边 形 的 了 点. 至 
此 我 们 达 没 有 用 到 什么 计算 机 ,但 是 , 约翰 森 接 着 研究 了 当 
ZA ABC 保持 固定 而 第 四 个 点 了 围 善 区 外 接 鲍 运动 时 了 点 的 轴 
迹 . 他 用 一 个 计算 机 程序 产生 了 如 图 16.3 HE EF EE. 

3 P 图 着 那 吝 先 给 出 的 贺 运 动 时 ,J 点 看 来 是 赎 著 这 个 二 
角形 的 妃 点 辐 运 动 ， 这 个 九 点 圆 很 容易 识别 : 它 就 是 经 过 这 三 
角形 三 条 边 中 点 的 那个 贺 ( 另 外 六 点 是 高 的 短 足 和 连接 顶点 与 
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H 16.3 


FORARE PAD 而 且 ,7 AR RA u Eha aia 2 t aA 
速度 都 与 呈 相 间 ， 约 朝 逊 找到 了 所 有 这 些 件 质 的 证 明 . 不 幸 的 
是 ,他 对 这 些 绪 果 的 评论 在 1091 年 的 奥克兰 大 火 人 中 壮 失 了 ， 
不 过 , 妇 果 你 知道 关于 几 点 圆 的 一 些 事 实 , 这 证 明 还 是 不 难 的 . 


下 -个 问题 :对 于 一 个 给 定 的 二 角形 . 当 严 国 着 它 的 外 接 
圆 运 动 时 ,全 体 西 姆 森 线 组 成 的 族 是 个 什么 样子 ? 

约 得 泛 编 了 -一 个 程序 , 它 可 对 任意 选取 的 三 角形 生成 ` 西 姆 
EI BER. 值得 注意 的 是 ,所 有 这 些 线 族 的 样子 者 相 回 . 它 
们 与 二 角形 的 形状 无 关 。 更 准确 地 说 ,所 有 的 线 族 夏 来 是 全 等 
的 ,只 是 在 它们 相对 于 那 给 定 三 角形 的 位 里 和 方向 上 有 所 不 同 . 
这 些许 总 有 个 包 络 ,看 上 去 好 像 是 - -个 二 人 尖 点 内 拉线 ", 这 是 
当 一 个 兢 沪 着 半径 为 共 三 售 的 圆 内 周 滚动 时 它 圆周 上 --- 点 的 轨 
H. 图 16.4 给 出 了 了 两 个 例子 ,一 个 是 关于 锚 角 三 角形 的 ,一 个 是 
关于 钝 划一 角形 的 . Se F E| Z ue? 
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回答 还 是 与 九 点 加 有 关 ， 当 那个 图 形 程 序 经 稀 改 语 把 这 九 
点 圆 也 画 出 时 ,如 图 16.4 所 示 ,我 们 清楚 地 看 到 , 它 正 是 西 姆 森 
族 的 也 络 的 内 切 贺 ,根据 这 个 观察 结 采 , 约 甚 进 完 成 了 这 一 舞 
首 的 全 部 编排 设计 . 芭 茧 舞女 演员 西 姆 木 小姐 可 以 被 想像 成 拿 
着 -一 根 长 长 的 平衡 杆 ,就 像 走 钢 经 的 杂技 演员 所 用 的 那 种 . 它 
代表 着 西 姆 森 线 . 当 PP 用 着 这 个 圆 运 动 时 ,在 每 个 瞬间 ,这 位 区 
莹 舞女 演员 位 于 相应 的 了 点 ,并 由 此 用 某 种 相同 的 角速度 w Hl 
着 这 上 态 扎 圆 一 一 比方 说 以 顺 时 钟 方向 运动 . 同时 ,她 必须 
以 道 时 钟 方向 用 一 种 慢 动 作 的 方式 作 自 身 旋 转 ,角速度 是 w/2. 
于 是 那 平衡 杆 就 扫 遍 了 西 姆 森 族 . 这 给 出 了 全 部 的 故事 . 包 络 
上 的 履 三 个 尖 点 出 现在 平衡 杆 通过 九 点 图 圆心 的 时 候 . 我 们 把 
这 样 的 一 条 线 称 作 尖 点 线 . 假 谨 在 开始 时 平衡 杆 通过 这 圆心 ， 
并 令 这 条 尖 点 线 为 参考 线 . 那么 当 共 图 心 逢 了 点 的 半径 线 转 过 
一 个 角度 日 时 ,平衡 杆 将 与 这 半径 线形 成 一 个 (3x2)B AE. 
内 此 J 点 转 一 圈 , 平 衡 杆 就 通过 那 圆 心 三 次 ,从 而 形成 二 条 人 尖 点 
线 . 而 犀 包 络 最 后 被 证 明 是 这 及 点 圆 ( 尘 径 为 1⁄2) 在 一 个 半径 
J 3⁄2 的 回 内 滚动 而 得 到 的 内 摆 线 . 

这 故事 还 木 完全 结束 . 请 注意 这 贞 姆 森 内 埋 线 是 切 始 二 角 
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ER AEE. 因此 会 产生 一些 自然 的 问题 ,例如 ,对 一 个 全 
定 的 二 角形 ,怎样 求 击 它 的 一 一 比方 说 一 一 尖 成 线 . RELE 

个 意外 :一般 来 说 ,这 些 线 并 不 是 尺 规 可 作 的 , 298363 h e 
证 明了 ,如果 炎 点 线 基 可 以 作出 的 ,那么 大 们 就 可 以 三 等 分 任意 
角 ,而 我 们 型 让 ,这 件 事 用 圆规 利 直 斥 是 不 可 能 做 到 的 . 


有 理 角 的 构 形 


作为 痛 景 知识 , 污 省 应当 去 阅读 本 书 附录 3 中 ' 那 篇 由 马 查 
E (Armando Machado) JEE FJELLA ARER) CELU 几何 中 的 F 
A HED. 在 图 16.5 h 8418 s p 33 2 [a] Em rB e 
ab- AE — ff , Iñi fi 20 ,直线 a ab 分 别 与 底 边 成 60° 

和 SF f ,请 确定 未 知 角 y. 建议 读者 花 一 点 点 时 间 试 善 解答 一 

下 这 个 问题 ,这 样 伍 可 位 会 到 它 的 难度 写 出 y 所 必须 满足 的 
各 种 三 角 方 程 和 并 不 礁 . 马 查 多 用 数值 计算 的 方法 (只 用 -- 个 袖 
珍 计 算 关 1 解 出 其 中 一 个 方程 ,结果 很 意外 地 发 现 ,在 计算 器 
的 精确 度 范围 内 ,7y 80. 这 个 发 现 激 发 了 他 的 兴趣 ,于 是 他 用 
软件 Mathematica 进行 了 数值 搜索 , RAIT JL 十 个 这 种 “有 理 
构 形 ”的 例子 , 即 其 中 所 有 的 钊 度 郁 是 的 有理 数 倍 ， 对 这 些 合 
了 于 按 解决 方法 进行 归并 , 马 查 多 总 结 出 了 19 种 不 同 的 情况 . 约 
葛 还 用 计算 机 对 一 种 小 同 的 类 型 进行 了 搜索 . 简短 地 说 ,在 这 
种 类 型 中 ,直线 o 和 请 与 二 角形 的 边 相 交 时 可 以 不 -- 定 交 于 线 
段 内 部 . 这 就 又 找到 了 250 多 个 有 理 构 形 的 例子 . 这 些 例 子 中 ， 
有 一 些 属 于 各 种 无 穷 的 线性 族 ., 侧 另 一 些 由 看 来 是 孤立 的 . 

当然 ,数值 计算 上 的 任何 发 现 , 不管 它 儿 么 令 人 相信 ,都 不 
能 构成 -个 这 些 构 形 确 裤 存 在 的 证 明 . 因此 , 马 查 冤 的 19 个 问 
题 吓 是 要 求 找 出 这 些 构 形 存在 的 证 明 ,， 就 像 通 常 在 几何 学 中 于 
榜 , 有 两 种 址 明 方 法 , 即 综合 法 和 代数 法 . 

图 16.5 中 的 右 图 给 出 了 车 全 多 最 亡 耶 个 例子 的 一 -种 综合 
法 证 明 . MA AB 和 BC, 其 中 AB -GRILE 20 H. 然后 证明 
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BH 16.5 

BB ba a S Buz Pe Bb HS. Hajar, 163 8 BE , sy p] 4 31) 
2 的 角度 . 事实 上 piti AHi Margarita Ramalho) 成 功 地 找到 了 
MARW 的 六 个 马 查 多 构 形 的 综合 法 证 明 . 然而 , 令 人 惊奇 的 
是 ,每 一 种 情况 者 需要 一 种 不 同 的 证 明和 一 套 不 同 欧 总 达 四 条 
的 辅助 线 . 因此 ,又 想 对 所 有 这 些 已 发 现 的 例子 一 一 有些 例子 
PAIRE Cnn 还 有 着 比方 说 能 被 了 整除 的 分 母 一 一 都 找到 
初等 的 综合 法 证 明 ,看 来 是 一 件 设 有 和 希 户 的 工作 ， 

大 们 想 时 的 是 一 和 神 不 变 的 程序 ,- -种 算法 ,用 它 可 判定 … 个 
其 有 给 宪 角 度 的 有 埋 树 形 是 青 存 在 . 既然 未 知 角 了 被 轩 16.5 中 
的 给 定 节 所 唯 -- 确 定 , 显然 这 本 个 戎 必须 满足 某 个 二 人 角 方 和 不， 
约 贿 迁 把 图 16.6 中 所 示 的 角度 选 作 参数 ， 这些 角度 之 可 的 关系 
R| Hh r fB y Bas. 例如, 约 答 进 找 到 了 这 样 - :个 万 程 : 

(sin? T) sin 8 + É — À) = sinÁ sinB sink. 
Jë — fq R E K SE IH Aa R Sk E — Bh di SRB EE. Qa = ea、 
B= eË r = ee = ec 我 们 得 刘 
te- Dirie ile A) -h 
={8 -le -æl - 1). 
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图 16.6 


ME. WRA, B, T, ERLIE r ARREA, MA a, 
Bre 就 是 单位 根 富 .例如 ,在 最 初 那 个 门 题 中 ,4 = (1⁄3)z.RB 
= (5718)x, T = (4/9)z, E = (1l⁄/6)xm. ENAR DEA 18. 
取 上 为 18 次 本 原单 位 根 ,我 们 得 到 ww = s p = ,Tr = 全 ,se = 
E, EENE Ka 1) ,就 得 到 了 多 项 式 方程 

EE I Qos 28 -1=0. (2) 
为 证 明 EET ATE, 我 们 验证 它 能 被 18 次 本 原单 位 根 的 分 
AEk e - E y 1 所 整除 . 事实 上 ,方程 (2) 可 因 式 分 解 成 
(E E CET r+ 8 oD u. 2 ). 

ik hh ik TALA -MEE RAR hh aya SN T tb 
BH ti be yB uj. HAFEN, CA, B, T, ER Er | 
于 论 的 止 整数 .然后 把 的 相应 知人 代 人 方程 (1) ,并 进行 答 恰 ， 

DEAE -l = oE, ETER cosl kin 2 + i sin( kZn)2m = 
1 d. 其 中 有 一 种 单位 根 z CHH m. n... m t 就 是 入] 
= 日 的 所 有 复数 梦 . ME 次 本 原单 位 根 . 设 Eio, i 是 所 有 的 5 次 本 原单 位 
根 . 则 林 证 一 让 x 一 名 jr — š.) E— $ 8 San 25 32 i == , iK,El p B] 39 zü: 
r EES RANE INGERE A BIBLE TID 2t 1999 年 版 ). 一 一 详 注 

他 此 处 表述 似 有 误 . 应 为 * 令 a,b.r.e 取 所 有 小 于 的 止 整数 ,并 令 4 = 
Caryl, H = Cbr, T = (Nn, E = fer in”. —— iR 
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AEAEE N DK yB Pr 5 ER. 这 种 方法 不 同 于 数值 搜 
索 , 它 也 是 证 明 构 形 的 存在 ,使 用 一 种 类 似 的 技巧 , 生 攻 进 同样 
验证 了 马 党 多 文章 中 所 有 构 形 的 存在 . 

尽管 规 在 我 们 和 了 大 虹 的 数据 , 代 有 理 构 形 的 集合 的 构造 
仿 伏 是 一 个 难 解 的 详 . 约翰 逊 对 浆 为 从 8 到 36 的 所 有 偶数 部 找 
FITA EHE, 5 为 这 个 范围 内 的 奇数 时 却 一 个 也 没 布 
(BEF Ra = 8 奢 样 的 平凡 情况 ). 或 洗 当 六 为 奇数 时 并 没有 目 
平凡 的 有 理 构 形 ,如 果真 是 这 样 ,为 什么 * 还 有 -个 谜 ; 马 查 多 
翰 个 最 初 的 例子 源 于 和 何 处 ? 


一 些 后 来 的 消息 


RIERA £ ya Hi E (Don Chakerian) ,他 向 我 提供 了 了 
与 了 上述 两 项 内 容 密切 相关 的 信息 . 关于 “ 西 姆 森 线 之 舞 ” 这 一 
T, EHER.: 

A- UL David Kay) TE f bJ S X SE Ru fs] Y ( College 

Geometry , Holt, 1969 F ) rF 3 F| ( $ 248 页 ) ,那些 下 姆 森 

线 生 成 的 内 摆 线 显然 是 由 斯 坦 纳 (Jacob Steiner) 首先 

发 现 的 . Sm 26 H Y 32 s t m (F.H Lockwood) 的 各 西 

姆 森 线 及 其 包 络 Simson's Line and it's Envelop， 载 

(HEARD Math. Gaz.) 32(1953),p.124—p.125) 之 

后 的 一 个 进 上 尾 情 况 . 

第 二 个 信息 是 关于 "有理 角 的 构 形 ”这 一 节 的 . 我 在 上 面 这 
一 节 结 尾 处 求 问 有 关 马 查 多 文章 中 第 一 个 问题 之 起 源 的 信息 ， 
关于 这 个 问题 ,他 说 道 ,“…… - - 定 相 当 有 名 ,因为 它 在 数学 图 
里 - Fake. ” 35 fr HUK RYE Sr (Stan Wagon), RAEI 
迹 找 到 了 看 来 是 这 个 例子 起 源 的 地 方 , 那 是 《数学 公报 》%1922 年 
第 LEEA ŽALE. M. Langley) 提出 的 “个 问题 . 更 为 有 趣 的 
是 这 样 一 件 事 ;其实 存在 着 由 “ 兰 利 问 题 ” 引出 的 一 小 批文 献 . 
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事实 上 , 马 查 多 文章 利 上 而 这 一 节 中 的 所 有 结果 ,其 至 述 有 更 多 
结果 , 诛 米 都 已 为 天 们 所 知 . 我 不 打算 给 出 完整 的 文献 目录 
(最 好 查 的 参考 祥 献 看 来 是 在 4 数学 公报 浊 978 年 第 62 ##BJ 2; 
174 Æ 183 DL) ,但 是 这 最 后 的 故事 是 为 吸引 人 . 

有 … -个 问题 可 称 为 广 头 兰 利 问题 : 措 出 所 有 的 “有 理 四 角 
JZ", EETA BJ R.z< 38318 H f- Ta] PÑ 26 B3J31 fA ña 1: = A FH 3 IS 13 
ZAMET, EMAIT. 这 个 问题 于 1978 Aa Hq 
(Paul Monsky) 完全 解决 . 他 汪 明 ,| 队 了 明显 的 例子 {例如 ,一 
个 上 内 有 有 理 角 的 三 胡 形 加 上 它 的 角 平 分 线 ) 外 ,这 些 解 由 120 
个 单 参数 族 和 1830 个 孤立 情况 组 成， 蒙 斯 上 基 的 手稿 大 的 有 30 
多 页 ,但 从 未 私 表 , 琴 为 他 的 结果 原 米 于 在 40 年 前 (1 就 被 荷兰 
几何 学 家 博 尔 (territ Bol) 发 表 在 一 篇 论文 { 苘 兰 文 炙 有 奖 征 答 
第 17 题 的 答案 区 Beantwoording van Prijsvraag no 17, 戟 4 数学 新 
HEI Nieuw Arch. Wisk. ) (2)18(1936}, p. 14— p.68) ET. 


把 这 个 博 尔 - RWE R E AE — 6 fis E 
来 ,不 难 证 明 这 个 四 期 形 问题 相当 于 问 一 个 正 半边 形 的 三 条 或 
由 多 条 对 人 角 线 在 什么 时 候 共 点 ,在 二 图 中 就 最 初 的 兰 利 同 题 对 
此 作 了 例 示 . 最 终 证 明 , 这 种 共 点 性 在 n 为 奇数 的 情况 下 不 会 


dy 完 全 所 角形 古 击 平面 上 -项 世 是 的 四 个 点 以 晟 连接 它们 的 六 条 站 线 所 组 成 
的 图 形 ,这 盖 四 过 形 的 概念 不 辣 . —- Ei 
E 苑 这 个 三 拥有 形 的 项 局 和 内 心 县 它们 疝 的 连 线 强 成 的 完全 四 和 角 开 .一 一 洋 广 
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Hi, 而 且 除 了 显然 的 情况 外 ， E REY n 能 被 在 整除 时 才 强 
现 . 这 就 肯定 了 上 夯 讲 过 的 约翰 运 在 他 的 计算 机 搜索 中 所 观 妈 
到 的 绮 采 ， 其 他 还 有 一 些 令 人 感 兴 趣 的 结果 ,比方 说 博 尔 找 伸 
了 促使 4 条 ,5 条 .6 条 种 7 条 对 人 角 线 共 点 的 n 值 ,并 二 证 明了 只 
有 有 这 几 种 可 能 ， 


三 角形 中 的 三 角形 


好 吧 ,孩子 们 ,今天 我 们 要 做 一 个 几何 实验 . 现在 ,我 明和 
É TAPAE E S 二 角形 和 季 线 的 计算 机 程序 ,但 今天 我 
给 你 们 演示 -种 不 同 的 方法 .你 们 只 需要 一 支 钢 笔 (你 们 还 
ju 得 它们 ,是 吗 ?) 和 一 把 能 本 直角 的 直 尺 . 你 们 每 人 都 如 一 张 
纸 , 上 商都 画 着 一 个 同样 的 三 角形 , 边 为 a,b,c. 现在 请 听 我 的 
T. 我 要 你 们 在 自己 的 纸 上 任 意 选 择 一 个 点 ,并 从 此 点 向 直 
线 a 作 垂 线 . 作 好 了 吗 ? 从 垂 足 出 发 ,向 直线 b EER, MAT 
新 的 牌 足 出 发 ,局 直线 c 作 和 到 线 ,然后 作 垂 线 返 回 直线 a, 如 此 
不 断 地 作息 线 , 一 轮 又 一 轮 地 作 下 去 . 你 们 注意 到 了 什么 ? 
TFR- pssqa BREA ,你们 就 在 你 们 原先 那个 
形 丹 部 的 同一 个 二 角形 上 多 圈子 了 而且， EEEREN 
那个 三 角形 的 每 东边 转 过 来 并 湖 小 一 下 而 得 到 的 ( 见 图 16.7). 


16.7 


请 注意 ,尽管 你 们 各 人 选择 了 不 同 的 出 发 点 ,但 你 们 得 到 了 同样 
的 二 角形 ! 这 是 怎么 回 事 ,亨利 ? 一 种 “压缩 映射 "? pa ...... 

好 吧 ,现在 我 们 过 试 做 一 些 稍 稍 不 同 的 事 . 从 一 个 新 的 出 
发 点 开始 ,但 这 次 你 们 不 是 以 从 a 到 站 再 到 * 的 顺序 作 垂 线 SH 
一 条 路 ,首先 是 同 a FER, AD c ,再 后 向 ,因此 你 们 将 
以 相反 的 方向 忽 圈 子 . 你 完全 正确 ,索尼 亚 ,这 次 我 们 得 到 了 -- 
个 不 同 的 三 前 形 ,但 它 实际 上 上 就 是 我 们 前 面 得 到 的 那个 ,只 是 它 
做 了 个 倒立 ( 见 图 16.8). 


16.8 

这 些 贡 象 I WEB R ( Hidefumi Katsuura) 发 现 的 . EE $E 
IP EAEE + 90 的 旋转 ,这 两 个 概 限 -月 形 便 与 共 倍 似 全 ， 
这 件 事 是 显然 的 . 但 胜 浦 证 明了 它们 实际 上 是 全 等 的 , 它们 碍 
着 癌 一 个 外 接 加 ,并且 通过 以 这 个 加 的 图 心 成 对 称 的 疗 式 联系 
TE k. 还 有 ,原先 于 个 三 角形 在 这 个 对 称 变 换 下 的 象 包含 了 
这 两 个 级 限 三 角形 的 六 个 硕 点 . 所 有 这 些 都 洪 示 让 图 16.9 h. 

到 这 -一步 计 算 机 述 没 有 登场 . 不 过 ,请 注意 图 16.9 中 的 对 
称 中 心 户 是 原先 孝 个 三 角形 的 一 个 不 上 普 量 ， 于 是 产生 了 一 个 自 
然 的 同 题 ; 它 是 一 个 什么 心 ”是 形 心 , 重心 ,内心 , 外 心 , 还 是 蕊 


TEPE similari AEO , 担 说 相 伺 就 不 必 把 HIH TEREEE . 


译注 
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图 16.9 
AARG? A y MAXA B gn Ja T -A FER ARR, PIR, 
速写 了 一 封 电 子 邮 件 , 把 有 关 构 造 描写 了 一 下 ,发 给 埃 广 斯 维尔 
的 金 伯 林 ,他 就 是 前 面 提 到 的 那 位 研究 三 角形 各 种 中 心 的 世界 
级 专家 . 金 伯 林 稍稍 做 了 一 些 数值 实验 后 ,就 在 发 四 的 电子 朵 
件 中 告诉 我 ,这 个 点 不 是 上 述 那 些 中 心中 的 任何 一 个 ,但 是 它 的 
侍 标 与 类 似 形 心 (symmedian point) F 或 称 勒 穆 瓦 纳 点 (Lemoine 
point) 的 坐标 基本 相符 ,其 精确 乾 达 到 14 位 数字 ! 
什么 ! 你 从 来 没 昕 说 过 这 个 类 和 伺 形 心 ? 类 似 形 心 就 是 形 心 
HELA. HHA? 是 的 ,选择 任何 一 个 不 是 三 角形 顶 点 A.B, 
CHAP. 将 直线 P4 ,P28 ,PC 分别 作 关 于 角 4, 角 B, 角 的 角 
平分 线 的 镜 射 ,这样 得 到 的 直线 是 共 点 的 (定理 ) ,它们 的 交点 
P ai P RRA. 
知道 了 或 者 我 应 该 说 猜想 到 一 一 中 是 勒 穆 叱 纳 点 ,人 
们 就 能 解析 地 证 明 它 确实 是 如 此 ,就 像 克 利 福 德 ， 卸 德 纳 所 佐 
的 那样 . 或 者 更 好 的 做 法 是 , 回 到 车 特 的 那 本 《大学 几何 》, 翻 到 
第 10 章 近期 的 三 角形 儿 何 "(Recent Geometry of the Triangle” , 
BRIT, “WF F A JU ia] Lemoine Ceometry)( J f FL 2 ( Emi.e 
Lemoine) ,1840 一 1912) ,定理 593. 由 这 个 定理 很 容易 得 到 胜 浦 
ZAR. 图 中 的 图 称 为 勒 称 瓦 纳 的 第 二 个 辐 (Lemoine's secord 
— i84 — 


circle), TAAK T 28 E e BU] EK 22 $ 48 E A Bz E r #& (Lemoine 
antiparallels), 不 过 , 胜 浦 对 他 的 结果 给 出 了 下 接 的 初等 证 明 ， 
HIERT AHE 19 世纪 的 数学 知识 . 


补遗 :拼图 悖 论 
我 们 的 第 一 节 堆 门 展示 了 用 计算 机 制图 学 来 解决 几何 问题 
的 威力 . 我 们 在 结束 时 全 展示- 一 下 小 用 订 算 机 制图 学 来 提出 这 


误解 答 的 威力 . 

É 16. 坟 1 被 认为 是 卡 罗 水 的 杰作 ,这 在 一 个 闭 省 的 数学 批 
Ak. 它 定 称 儿 介 图形 被 分 割 成 有 限 寺 以 后 其 面 积 不 一 定 保 持 不 
D, 


图 16.A 1 


ARNE A W. phi SP rw IA Ra i E R 2 a. 就 
是 这 个 一 般 的 水 理 , 已 经 被 用 来 创作 诸如 此 类 的 图 形 分 割 性 论 ， 
例如 图 16.& 2 趾 的 那个 . 
Win, i mT Jean Brette) 发 明了 -大批 关于 这 个 主题 的 
精心 构思 的 变化 形式 . 多年 来 ,布雷 特 一 声 是 "发 现 名 ?Palais 


de fa Découverte} 好 巴黎 科学 馆 -一 一 AE h DATA. 
由 图 16.A 3 和 图 16.44 所 表明 的 例子 ,实际 上 是 合 六 个 悖 
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aw W 16.4 2 
论 而 为 一 个 的 . 利用 图 16.A 3 所 示 的 10 个 拼 块 的 各 种 子 集 ,人 
们 可 以 用 六 种 不 同 的 方式 拼 成 一 个 9x 16 的 三 角形 ,这 六 种 方 
式 对 应 于 这 个 大 三 角形 沿 斜 边 的 三 个 三 角形 块 的 六 种 排序 ， 

— 186 一 


16.A 3 
ABRE I6.A 3 AA 16.A 4, 请 注意 底部 右边 那个 三 角形 中 


丹 具 有 总 面积 45, 下 一 个 是 46, 青 下 一 个 是 和 7, 再 再 下 一 个 是 
48 ,而 底部 左边 的 三 角形 是 49. 你 可 以 试 善 用 三 纸板 自己 制作 
EPA. 让 你 的 朋友 们 大 吃 一 惊 肥 ! 

这 里 描述 的 拼图 ,其 中 的 花招 相对 来 说 还 是 明显 的 . 然而 ， 
布雷 特 发 现 了 一 个 构 作 这 种 拼图 导论 的 一 般 方法 ,这样 就 能 构 
作 这 和 样 的 例子 ;其 中 溢 和 斜 边 的 三 个 三 角形 与 那 太 三 角形 是 如 此 
相似 ,以 致 形状 士 的 差 界 变 得 根本 就 察觉 涉 出 来 ， 
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+$ S- KHiB {Sherman K. Stein) 


AS t-t K wik DE. 这 个 问题 陈述 起 米 很 简单 ， 
它 其 至 可 以 讲 给 街 上 有 名 的 混混 儿 昕 . 由 于 这 个 人 向 题 看 来 与 已 
知 的 定理 没有 关系 ,任何 人 ,无 论 是 专业 工作 者 还 是 业余 爱好 
者 ,同样 可 以 和 作 一 尝试 . 等 力 趣 题 爱好 者 .计算 机 程序 员 或 者 数 
学 家 将 发 现 这 是 一 项 诱 人 的 挑战 , 况且 , 它 还 被 有 被 很 多 人 所 
研究 ,因此 这 是 一 个 产生 新 方法 的 好 机 会 . 

这 个 间 题 说 的 性 把 一 些 贡 数 放 到 一 个 正方 形 阵列 的 格子 

它 是 从 一 个 几何 问题 发 展 而 来 的 . 

对 于 一 个 止 整数 上 ,考虑 这 样 一 种 三脚 架 ”, 它 由 一 个 单位 
方便 (作为 角 顶 ) 和 接 在 它 三 个 不 相对 的 面 上 的 长 为 天 的 “ 腿 ” 
所 组 成 . 这 种 上 ~ 三脚 哥 包 含有 3 + 1 个 单 信 立 方 体 . 图 17.1 
是 一 个 4 - 三 脚 架 的 透视 图 .这 个 问题 晨 这 样 的 : 当天 充分 大 
时 ,被 一 个 一 三脚架 通过 不 重 若 的 平移 放置 所 能 填充 的 体积 
作 相 应 的 空间 范围 内 频密 太 比 便 ? 

引进 一 个 (xyyz) 誉 标 系 统 ,其 各 条 轴 的 正方 同 对 应 者 这 
三 脚 架 上 三 条 腿 的 升 出 方向 , 这 个 问题 就 导 狂 了 这 样 一 个 相关 
的 问题 :能 有 多少 个 相 匡 不 重要 的 上 江 脚 保 可 以 把 它们 的 角 


31. NARE O s asyo = KITAR k Bj u kah 


把 这 些 -二 肢 架 的 个 数 称 作 ACE). DUUR k MOI 
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TY 


图 17.1 
Fek) k 赵 近 于 0, 那 么 被 这 些 上 ~- 二 脚 架 所 能 填 装 的 空间 所 占 
的 比例 也 趋 近 于 0， 因 此 我 们 现在 面 对 的 问题 是 :当下 增 大 时 ， 
Fk i? GET 0 8? 

不 难 证 朋 BRITI ARRET AAA KERIA 
为 上 的 立方 体 的 局 个 单位 立方 体 中 的 一 个 重合 . 把 每 一 个 这 样 
的 单位 立方 体 等 同 于 它 那 具有 最 大 坐标 的 项 点 ,从 而 也 就 等 同 
于 一 个 整数 三 元 组 (xy,z),i g£ z,y,z g k. 由 于 这 些 三 脚 架 
不 重 交 ,所 以 对 于 -- 个 给 定 的 数 对 (xy,y) ,至 多 只 有 -个 数 z 可 
以 使 得 三 元 组 (x ,y,z) 存在 . 因此 ,我 们 可 以 在 对 应 于 坐标 (x， 
y) 的 单位 格子 中 填 人 一 个 数 z, 以 这 种 方式 米 忆 录 - 一 个 三 脚 巢 
和 在 一 神 十 装 方 案 中 的 人 存 休 ,由 于 这 些 一 脚 架 木 重 和 到 ,所 以 填 好 
的 元 素 度 满足 下 述 " 单 调 斤 阵 " (monotonic matrix) 定 祥 中 的 三 个 
FRI. 

令 上 一 个 正 整 数 . 一 个 下 阶 陈列 {array of order k) A K + 
HEHe— k x 天 方 阵 的 空格 子 组 成 . 在 其 中 一 些 格子 中 以 下 述 三 
条 规则 放 A 和 1,2,… ,此 中 的 任何 数 ， 

(1) 在 每 一 个 ( 重 直 的 ) 列 中 ,元 索 从 下 到 上 在 大 小 上 严格 
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(2) 在 每 - -个 {水平 的 ) 行 中 ,元素 从 左 到 右 严 格 递增 . 

(3) 当 我 们 从 赫 回 石 看 时 , 钙 任 一 个 特定 的 整数 所 占据 的 
Tee Aia U ERE Rt). 

我 们 称 这 样 一 个 其 中 有 些 格子 根据 上 述 三 条 规则 填 有 数字 
的 阵列 为 支 阶 单调 矩阵 ,从 现在 起 ,我 们 用 单调 矩阵 代替 二 脚 
桌 填 效 来 作为 我 们 的 研究 对 象 . 

于 是 ,六 中 就 是 所 及 阶 单调 矩阵 中 被 占据 格子 个 数 的 最 
大 值 . 显然 ,F(R < k. 而且 由 于 你 可 以 将 数字 1,2,… k FE B: 
BERRI — ITH, PETAS) > k. 班 在 的 问题 是 , 当 并 随意 增 
大 时 , 商 天 外 7 有 将 会 发 生 什 么 情况 ? 它 有 一 个 概 跟 吗 ? 这 个 极 
限 会 不 会 是 零 ? 

为 了 对 (k) 有 个 感觉, 我 们 考虑 大 的 少数 几 个 小 值 . 图 
17.2 给 出 了 lg k 才 5 的 情况 . 显然 O) = 1.602) = 2. 4k— 
点 点 时 闻名 可 以 证 曲 (3) = 5,f(4) = 8 k = 5 的 情况 是 由 乔 
FHK. Joy) 纵 写 程序 用 计算 机 进行 穷尽 搜索 才 解 决 的 , 早 果 证 
HIS = 11. 他 找到 的 尘 多 解答 中 的 一 -个 显示 在 图 17,2 中 . 这 
些 就 是 仪 有 的 已 知 AF) BS k f. 


图 17.2 


当天 是 一 个 平方 数 时 ,总 在 在 善 --- 个 去 防 单调 算 阵 ,寺中 有 

二 个 被 占据 的 局 了 洱 . 图 17,3 和 图 17.2 中 第 四 个 阵列 说 明了 这 

种 结构 . 这 提示 我 们 把 CR) 写成 AE) = 天 的 形式 ,并 研究 

e( k) KITA. 首先 , AITAI G KHAR eO F 3⁄2. [这 

将 推出 fO k) lO EET 0.] CA elk) 确实 趋 近 于 革 个 数 . BL 
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图 17.3 


然 , 这 个 数 不 会 太 于 2. KANRA L. REW, L ERTES 
于 所 有 e( k) 的 最 小 数 . 

知道 了 这 些 情况 之 乒 , 我 们 考虑 图 17.4， 这 个 单调 矩阵 证 
HT AO) > 19. 在 这 个 式 子 的 两 边 取 对 数 , 得 e(7) > lg 19/lg7 
= 1.513. PE L 至 少 吓 1.513. 

WRR FRÆ 17.4, 你 会 注意 到 它 的 基础 是 图 17,2 “i 
示 的 3 Br AEE, FA 17.4 PARILA S rih E hç pk pti t — 
AJMER 3 BiFa hr BJ — Ai. BHE h PE 17.5 a 


图 17.4 
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图 17.5 


的 9 阶 单 调 算 阵 , 共 中 有 28 个 被 占据 的 格子 ( 比 图 17.3 中 的 多 
一 个 ). 这 表明 e(9) > 1.516, ATI L z 1.516. 其 在 图 17.4 和 图 
17.5 的 结构 背后 的 想法 证 明了 
-133] Fk + 1) 当代 所 下) + 3k. 
D k fll 为 下 整数 . 把 一 个 k MERE ORTA k 
x k 的 块 , 体 就 能 证 胃 
FORD S AED. 
同样 显然 的 是 用 + 1) efl. 不 是 这 最 后 的 两 个 不 等 式 ， 
WEAR) < k'ik pas HBD -个 蔚 知 的 定理 推出 了 当天 增 天 
时 e(k) 有 一 个 极限 . 
在 确定 SR) 的 行为 方面 ,下 一 步 有 好 几 种 可 能 的 做 法 . 其 
中 之 一 是 利用 计算 机 青 确定 一 些 f(#) 值 ,或 至 少 找 出 el(£) 的 
较 大 值 . 希 克 和 证 明子 ( 设 有 用 计算 机 )7(255) 至 少 是 4638, 这 
RH L 1.523. 不 过 ,可 能 存在 一 个 小 阶 数 的 单调 矩阵 , 它 表 
明 工 还 要 大 . 
作 还 没有 人 发 现 当 天 增 大 时 所 如)Z 刀 会 发 生 什 么 情况 的 时 
修 . 订 循 一 个 光荣 的 传统 ,我 将 提出 一 个 可 能 相对 简单 一 些 的 
[134] “练习 ”问题 , 它 同 样 设 有 解决 . 
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倒是 一 个 四 定 的 正 整 数 . 邻 gy( k) hh— T k rB pi h BE 
PE 1,2., d 这些 数 守 以 前 面 所 述 的 二 条 规则 所 占据 的 格子 的 
EARTE OAEI j k BAAT gk k E r A 
IR. 把 这 个 极限 记 为 el). 

HA., k) = 1. (把 :: 些 1 放 在 一 个 天 阶 阵 刀 的 上 升 的 
ERATA R.O TE (1) = i. 对 于 = 2, 憾 扎 一 些 1 和 2 纳 人 
末 17.6 中 所 指明 的 铺子 . 在 这 个 构造 中 ,每 二 到 有 有 四 个 元 素 , 这 
证 明 c(2) 至 少 是 4/3. Ce) = 4⁄3. 同样 已 知 的 是 ,c(3) = 
5/73,e(4) = 2, 二 是 ,对 于 六 = 1,2,3,4, = (k +2)7/3. 这 个 
模式 提示 ,cl5) 应 该 是 73, 但 我 们 只 知道 它 介 于 16/7 和 5⁄2. 


图 17.6 

顺便 说 一 让, 人们 可 以 定义 一 个 在 # 维 空间 中 的 nn 脚 各 . E 
由 一 个 仿 硕 并 方 体 和 烙 在 它 不 相对 的 面 上 的 a 支 长 为 的 * 脚 ” 
组 成 .( 当 于 为 2 时 , 它 就 像 字 凡 L.) 在 维 数 为 1 利 2 的 情况 下 . 
它 可 铺 砌 空间 ,正如 希 克 森 所 指出 的 ,如 果 (k) 752 趋 近 于 O, 
邦 么 在 从 3 开始 的 所 有 维 数 下 ,n 脚 课 以 :一 个 当头 增 天 时 趋 近 于 
0 的 窗 度 填 装 n 维 空间 ,所 以 3 是 一 个 临界 维 数 ， 当然 ,我 不 知 
EH k IRRITA A E RETF O 事实 上 ,我 其 至 不 知道 它 
EBA -个 极限 ， 
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AE Ri David Gale) HH E SE {Jim Propp) 
EE EF e 58.22 (Scott Sutherland) 
HRE t E A RHA {Serge Troubetzkoy) 


引 = 


APEP -ARA AMAR EMEI FEL ERNEA. 例子 有 
HRAJE E RE A ET a, RE AEE- Th 8Ë 
EER, HEES A 5885284 EREA n BREEN; EA 3: 1, 
存在 然而 没有 让 明 店 在 的 几何 构 形 . 在 大 多 数 例 子 中 ,所 说 的 
谜团 一 直 没 有 解 开 , 而 月 对 一 些 情况 ,可 能 在 一 种 恰当 的 意义 下 
确实 上 是 解 不 开 的 . ENE. RESE Xt ATIT ATIE R A pE E h 
一 个 精妙 的 解答 ,是 一 件 今 人 快意 的 事 . 这 个 解答 的 一 个 十 分 
讨 人 喜欢 的 特征 是 ,有 关 的 突破 是 通过 两 出 适当 的 隐形 才 成 为 
可 能 的 . 这 个 向 形 一 经 画册 ,什么 事情 必须 予以 证 明 系 变 得 十 
分 清楚 ， 此 后 ,对 这 个 图 撒 的 进一步 研究 给 出 了 构造 这 个 证 明 
的 线索 ,到 某 一 步 , 人 人 们 发 现 原 来 需要 把 营 尔 当 曲 线 定理 用 到 
一 类 特 原 的 闭 山 线 上 . 

在 下 面 这 几 节 中 ,我 们 提出 一 全 非 正式 但 (我 们 希望 是 ) 令 
人 信服 的 论 证 , 它 除 了 上 要求 读 者 仔细 地 观察 一 些 图 形 外 ,几乎 不 
要 求 什 么 了 . 
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迄今 为 止 的 故事 与 有 关 的 谜团 


我 们 再 次 对 某 种 被 称 为 蚂蚁 的 自动 机 产生 兴趣 . — bu py 
生活 在 一 个 秦 用 标准 方式 划分 为 一 个 个 方 格 的 平面 上 ,这 些 放 
格 正 如 我 们 所 称呼 的 ,叫做 胞 腔 { 可 把 胞 腔 的 和 项 点 看 作 这 平面 
上 的 档 点 ). 每 个 胞 腔 处 于 癌 干 种 状态 中 的 一 种 ,而 且 这 些 胞 胜 
的 各 种 状态 随 着 这 跑 肥 被 那个 蚂 较 先后 访问 而 -- 直 在 发 牛 变 
化 . 在 我 们 淮 确 地 解释 这 蚂蚁 与 其 周 鄙 环 境 是 其 何 相 开 作 甸 的 
之 前 ,考虑 - :个 有 具体 的 例子 将 是 有 益 的 . 这 贤 蚁 的 一 个 最 简单 
的 非 平凡 形式 最 早 是 由 兰 顿 研 究 的 ,其 中 只 有 丙种 状态 ,我 们 栋 
= 2 LBI“) f RCE A”). 这 个 蚂蚁 最 初 们 于 了 黄 个 胞 腔 之 
间 的 边界 上 , 涉 朝 着 东南 西北 四 个 基本 方向 之 -一 (位 于 焉 直 的 边 
界 上 时 户 着 东 或 西 ,位 半 水 平 的 边 蜡 上 时 提 送 北 或 南 ). `i 
够 经 过 它 前 面部 个 胞 腔 时 , 它 要 微 个 90 转 向 , 如 果 那 腹腔 处 于 
[状态 不 向 左 转 ,如 果 椒 于 RR 状态 就 向 右 转 . 接着 便 走 向 相 邻 
胸腔 的 边界 . 当 虹 虹 离 升 一 个 胞 腔 时 , 它 就 改变 这 胞 腔 的 状态 ， 
把 处 于 工 状态 的 胞 腑 转变 为 处 于 及 状态 ,或 者 反之 . 对 这 个 蚂 
蚁 的 -- 个 非 正 式 的 讨论 见 [1] ,其 中 可 观察 到 许多 有 趣 的 轨 和 蚁 行 
H. WREE HAT E o, RIRE FEDRI EN EN 
MA: MERHER A AMA FARE, IA EF EHE 
BAS PE p” CETA E A 13 Bia s E G, BH. L k Er, Wu E 34 BJ BJ 1K 
£) th O SLR. tB sg tui tH gt L 状态 的 胞 腔 和 处 于 状态 
的 胞 腔 所 组 成 的 构 形 具有 中 心 娃 称 性 . 在 图 I8.1 中 我 们 复制 
了 相 虐 的 图 形 , 其 中 处 于 上 只 状态 的 胞 腔 画 成 黑色 ,处 于 上 状态 
的 胞 腔 画 成 月 色 . 所 有 的 胞 腑 最 初 邦 处 于 工 状 态 ,而 晤 蚁 开始 
时 位 于 中 央 那 个 胞 腔 的 寿 边 江上 ,下 又 向 药 进 入 这 个 胞 腑 ,这 
些 中 心 对 称 性 后 来 停止 出 现 ,六 有 旦 过 了 大 约 10 000 个 时 间 单 
位 ,昭和 驱 开始 表现 出 -种 周期 性 的 “公路 建造 "行为 ,向 着 西南 方 
向 的 无 穷 远 处 而 去 . 这 种 " 瞬 态 对 称 ” (tmansient symmerry) RER S 
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18.1 3562 2 TFŠB 1 中 步 . 第 368 步 杆 第 472 步 时 的 宇 证 


正 等 符 着 人 们 作出 满意 的 解释 . 

在 :2; 中 , 莹 岁 普 描述 了 更 一 般 的 5 状态 蚂蚁 的 行为 , 现在 
胞 腔 有 着 编号 为 从 1 到 5 的 共 n 个 不 同 的 状态 ,而 且 是 由 这 蚂 培 
的 内 部 "得 序 表 "告诉 它 在 选择 转弯 方向 时 对 哪些 状态 应 作 工 状 
念 处 理 , 对 哪些 状态 应 作 R 状态 处 理 . 我 们 用 一 个 规则 串 来 表 
RAIK TK. 这 个 规则 串 由 个 二 和 RBR 排 成 ,其 第 所 个 字母 类 
下 当 晤 蚁 来 人 到 一 个 处 于 状态 下 的 胞 腔 时 的 行动 方向 . 例如 ,七 


状态 规则 叫 LLRRRLR 表示 ,个 蚂蚁 当 访 问 到 处 于 状态 1,2,6 '138. 


的 网 腾 时 向 左 转 , 而 当 访 问 到 处 于 状态 3,4,5,7 65 BBS RJ E 
右 转 . H :个 归 凡 来 到 一 个 开 胞 腔 时 ( 邯 一 个 处 于 革 状态 的 胞 
FE) 时 ,就 向 左 转 . 当 它 来 到 一 个 R 胞 腔 时 ,就 向 右 转 . 当 这 个 
归 蚊 离 片 一 个 处 于 状态 守 的 胞 腔 时 ,这 临 腑 便 变 到 状态 ;+ 1( 以 
模 n RRR). 在 这 套 术 语 下 ,那个 简单 的 崎 蚁 具有 规则 中 LR. 

出 于 对 称 性 的 考虑 , 显然 只 要 考虑 以 荆 起 始 的 规则 串 就 够 
T. 如 果 我 们 在 规则 串 中 用 上 代替 上 ,用 0 代 蔡 贞 , 我 们 就 看 到 每 
一 个 蚂蚁 对 应 着 一 个 用 二 进 制 表示 的 正 整 数 . 于 是 孝 个 简单 的 
招 政 就 是 蚂蚁 2, 而 我 们 那 具 有 “基因 组 "LLRRRLR 的 昭 蚁 就 是 
TA 98. 普罗 普 发 现 不 同 的 昭 蚁 依据 其 规则 串 有 着 极其 相同 的 
行为 . 有 些 看 起 来 完全 是 混沌 的 , 亨 其 他 一 些 则 最 终 会 去 建造 
全 路. 唯一 能 够 作出 的 一 般 性 陈述 是 下 面 的 

政 学 基本 定理 ( 布 尼 莫 维 育 - HFR MR) 如 果 一 个 
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ERLA B W) $ t £ rE £ L 3e— 2 R, AB Z 2 Ya pu 05 ER E š. 
是 元 界 的 . 

([1] 中 有 有 一 个 证 明 , 可 套 见 .) 

在 这 篇 说 明 性 文章 中 ,我 们 专注 于 普罗 普 如 下 描述 的 现 繁 : 


晤 扳 9 和 翅 蚁 12[ 用 我 们 的 符号 是 LRRL 和 LLRR 
是 [在 具有 长 度 为 + 的 规则 器 的 得 虹 中 ] 真正 令 人 惊奇 
的 东西 . 在 这 两 种 情况 中 ,图 案 昌 然 越 变 越 大 ,但 总 是 
+> Á i P aC W| 23 e A 1 更 为 特别 的 是 , 人们 发 现 
A hi Sc ME 3 12 E IH 22 PJ 89 3345 98 E, Ha 36 3x hF F 2 
AE BT, A o 28 % 2 z xz IN w 3k. 


图 18.2 和 图 18.3 是 从 [21 中 复制 的 ,它们 显示 了 蚂蚁 12 Tr 
运 了 16464 步 后 的 逆 迹 和 蚂蚁 9 在 起 了 38 836 北 后 的 踪迹 宇 , 这 
些 图 形 用 黑色 MEAR AEREE RERA RE. 普 


r ja #. z: -i 


i 


图 18.2 BIR 12 在 第 16 464 ERBER 


T B] 18.3 53k OE 13303BI 13 748[.IB3E Ei E EE r 6 848 步 


Hiñylmos. IEH 9 Ë T 38 836 步 后 的 情 闹 如 图 13.8. 一 一 译注 
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图 18.3 MA oSA 38 836 IRET 
3 PEIIEEE 2 8 A T PAR H PPA R p, PETIT BO E 
长 度 为 5 的 规 虹 串 . 在 这 里, 我 们 遇 到 了 另 一 个 这 闭 :长度 为 6 
的 规则 串 中 导致 到 侧 对 称 图 案 的 有 33,39.48,51,57 各 60. 注意 
所 有 这 些 数 部 能 被 3 整除 ! 这 肯定 不 足 一 种 巧合 .” 这 的 确 不 是 
7 个 ,我们 就 来 评 明 这 一 点 . 


E 


EGE- RMA. 既然 蚂蚁 每 走 一 步 邦 要 转 过 一 个 
ELI ,这 就 推出 它 的 适 动 是 沿 水 平方 向 和 垂直 方向 交替 着 进行 
的 . 因此 ,这 胖 面 上 的 胸腔 就 像 国际 象 柑 棋盘 上 的 格子 著 样 分 
为 两 种 : -种 是 也 胞 腔 , 对 它 蝠 蚁 总 是 从 东边 或 西 耽 沿 水 平方 向 
进入 ,而 从 上 边 或 下 边 褒 重 直方 向 离开 ; 男 一 种 旺 V¥ 胞 腔 , 对 它 


D H LRE Sébastien Trucher, 1657—1729}, ESI E EKAT. ESIA iR 
B iu THR 8 3) T onfi- - Bh ik 1 fg 2k r N UN ERAR E E A E AE EAS o A ts: 
拼合 起 来 全 铺 砌 的 问题 , 国 此 作 了 仔细 研究 ,并 十 1704 ES K T H YEREL. 后 大 称 
之 “和 畦 只 谢 铺 休 季 统 ”， 此 站 .他 在 纤 删 字体 设计 方面 也 有 有 建树 ,一 .译注 
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蚂蚁 总 是 沿 重 直 方向 进入 , 沿 水 平方 向 离开 接 下 来 , 胞 腔 的 一 
个 至 关 重 归 的 性 质 是 , 它 能 改变 自己 的 状态 ,从 而 改变 蚂蚁 下 次 
访问 了 它 之 后 将 采取 的 行动 方向 ( 左 转 或 右 转 ). 表示 这 个 性 质 
的 关键 想法 是 由 昌 姆 勒 提出 的 ,他 竞 然 在 这 些 胞 腔 中 著 上 了 图 


40: 和解 式 “转换 器 " ,这 种 转换 器 的 方位 指明 了 胞 腔 当 前 是 处 于 工 状 


ADET RRS. 这 些 被 称 为 " 特 吕 谢 铺 砖 ” 机 
18.4 各 图 18.5 来 说 明 . 图 13.4 显 小 了 -一 块 联 铺 砖 , 它 先 足 处 于 
[方位 ,后 是 外 于 RR 方位 ; 阁 18.5 显 示 了 一 所 条 天 的 加 情况 
(一 鼎 "H 铺 砖 ” 是 指 与 一 个 H 胸腔 相 联 系 的 特 号 谢 铺 砖 ,V Bar 
FEO. 请 注意 ,转换 方位 相当 于 将 这 块 铺 砖 作 关 于 其 焉 证 轴 或 
KFM. 


ZA a 


图 18,4 Sh T LAA RAHE H pag 


` 


图 18.5 AFLORA RAR V 


图 18.6 显 示 了 用 特 只 谢 铺 砖 所 铺盖 的 平面 ,所 有 这 些 铺 著 
都 处 于 工 方位 . 它 给 出 了 由 不 相交 的 圆周 所 构成 的 一 幅 图 案 ， 
“初始 构 形 ”. iii ls shar, 其 中 一 些 铺 大 依据 给 定 的 规则 串 
发 咎 转换 ,但 显然 这 图 案 将 总 是 由 一 组 不 相交 的 简单 闭 曲 线 构 
成 ,这 些 曲 线 我 们 称 为 特 虽 谢 周 线 . 【不 可 能 产生 无 限 的 周 线 ， 
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asa 
DANAD wawa 
图 18.6 初始 构 形 
因为 在 等 一 阶段 她 虹 只 转换 了 右 限 多 块 铺 砖 .) 把 峙 凡 想像 成 
实际 二 是 拉 着 特 只 谢 昌 绑 行 进而 乎 十 浩 善 连 接 腹腔 中 心 的 格子 
道路 行进 , 而 昌 昭 驱 的 初始 位 置 吓 中 央 那 兵 特 吕 谢 铺 夸 的 某 条 
这 中 点 , 郁 将 是 有 益 的 (至 少 目 前 是 如 此 ). 图 18.7 给 出 了 对 应 


图 18.7 蚂蚁 2 在 第 184 jp H 368 步 和 第 472 步 时 的 宁 窗 
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EA 1 在 第 16 464 步 时 的 宇宙 


18.8 
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图 18.9 MGA 9 TESS 38 836 步 时 的 字 宙 ,对 主 竺 线 作 了 强化 处 二 — ,43 
发 生 了 转换 (事实 上 对 兰 四 所 研究 的 简单 蚂 旷 米 说 ,这 种 情况 总 
是 发 全) .从 而 使 这 归 凡 脱离 主 周 线 . 然而 ,人们 可 以 证 是, 事实 
于 对 于 普罗 普 所 列 出 的 凤 蚊 米 说 ， 

(1) 该 一 条 周 线 访问 两 次 的 胞 腔 在 它 第 一 次 被 访问 时 结 趟 
会 发 生 转 的 


图 18.10 转换 : 妈 蚁 2 在 第 4+ 此 和 第 5 步 时 的 宇 宿 
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这 表明 晤 尽 进 行 着 -种 -再 地 勾 古 出 呈 双 侧 对 称 的 主 半 
线 的 过 程 ,结果 当 蚂 蚁 每 次 回 到 其 出 发 点 时 都 造成 一 个 呈 双 
WARRT E. PECO) 首先 由 旦 姆 增 就 蝎 虹 12 的 情况 得 到 让 
明 , 后 来 六 被 特 风 别 芯 科 盆 推广 到 上 其 他 蚂蚁 上 ， 下面 的 论证 是 
请 均 普 对 这 些 证 明 作 了 重新 加 工 的 结果 . 


间 字 母 捉 长 度 为 偶数 的 性 质 与 增 广 图 


为 什么 有 些 晤 蚁 的 踪迹 反复 展现 出 双 侦 对 称 性 而 其 他 蚂蚁 
如 不 ? 这 里 是 普罗 普 文 草 中 反复 展现 出 对 称 性 的 四 状态 各 六 状 
态 蚂 蚁 的 规则 串 : 


HE ”规则 是 

9 ` LRRL 

I2 LLRR 
33  LRRRRL 
39 LRRITL 
48 ITRRRR 
51 LLRRIL 
57 LLLRRL 
60 ITLLRR 


不 难看 出 这 些 规则 吊 有 一 个 共同 之 处 . 如 果 我 们 把 它们 首 
EIS ,看 作 是 循环 排列 而 不 是 线性 排列 ,那么 它们 每 一 个 都 旦 
HHB Sg t L kite di eu R 而 构成 的 .一 - 般 地 ,如 果 一 个 规则 串 在 
循环 排列 下 是 抽 长 庆 都 为 偶数 的 上 字母 串 和 R 字 母 囊 交替 排列 
而 形成 的 ,我 们 就 说 它 具 有 辐 字 母 串 长 度 为 偶数 的 性 质 (even 
run-length property) ,例如 LRRLLRRRRL. 为 了 使 下 面 的 叙述 简 
单 有 明确, 我们 将 只 考虑 规则 忠 以 偶数 个 L 起 始 的 情况 ( 蚂 迪 12, 
48,51 和 60). 对 其 他 情况 的 论证 类 似 ， 

力 什 人 么 这 个 同 字 但 串 长 度 为 俏 数 的 性 质 能 导致 双 侧 对 称 性 


的 反复 出 现 吃 ? 在 这 里 , 兵 姆 勒 用 一 种 下 耐 将 了 以 解释 的 方式 
对 有 关 的 图 形 作 了 增 广 . 如 果 一 个 胞 腔 的 状态 是 奇数 ,我 们 就 
说 它 是 冷 的 ,这 种 胞 腔 在 下 一 次 被 访问 时 将 椒 会 改变 方位 (由 于 
同 字 每 串 长 度 六 偶数 的 性 质 )， 如 果 状 态 是 偶数 ,就 说 它 是 的 
的 ,这 种 胞 腔 在 十 一 次 被 访问 时 可 能 改变 也 可 能 不 改变 方位 . 
为 了 完整 地 表示 这 幅 图 景 ,我 们 采用 这 样 -- 种 约定 :对 导热 胞 
E, RIARI s A H a Lie m h ERRAR. 以 这 些 
热 铺 砖 的 对 角 线 作为 边 而 构成 的 图 ,就 称 为 对 角 线 图 . 图 18.11 


JHEE 18.12356 Js Ó BG d 12 i 39 ag xr F 4 A L d E12J2 ` 


图 18.11 odu TEERAA R RR EA P 4 HP P 8 
步 ,第 28 EA 32 E 


图 18.12 KII 48 EI 7016 zF l BJ J ffi 88 El 
始 位 置 的 瞬间 的 对 角 线 图 (以 后 我 们 将 把 初始 位 置 称 为 “家 ”) ， 
这 些 图 可 能 分 为 许多 连 遂 分 文 , 就 像 图 18.12 所 示 的 那样 ,十 分 
复杂 . 然而 ,请 注意 -一 个 关键 性 的 事实 ,我 们 称 之 为 对 角 线 次 数 
为 偶数 的 性 质 (even diagonals-degree property): 
(2) 对 角 线 图 中 所 有 顶点 的 次 数 个 都 为 偶数 (例如 ,次 数 为 
0,2 或 4). 


C Eje FHES 一般 比 较 直 现 . 不 熟 杰 图 论 的 泪 者 也 能 理解 . 玻 前 面 均 不 作 注 
f. Di EK aK" 似 存 必要 说 -下 . 它 在 许 老 教科书 中 称 作 "* 庶 ”, 即 一 个 顶点 所 
KARRERA H. -—-— 译注 
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引 理 1 假设 冲 蚊 处 在 家 的 位 置 ,并 且 这 个 宇宙 的 状态 满 
足 !2), 那 双 这 玛 披 将 沿 着 主 周 线 行 进 { 并 回 到 自己 的 家 )， 

证 明 “正如 我 们 先前 指出 的 .我 人 唯一 忧虑 的 事情 是 主 局 
线 局 ff 能 对 -个 上 胞 腔 和 作 两 次 访问 ,而 这 个 胸腔 可 能 在 蚂蚁 对 它 
作 了 第 一 次 访问 后 改变 方位 ， 如 果 这 个 被 访问 两 次 的 胞 腔 尾 冷 
胞 腔 ,那么 相 虚 的 特 电 谢 铺 砖 在 蚂 较 第 一 次 访问 后 不 会 改变 方 
位 .如 果 这 被 两 次 访问 的 胞 腑 是 热 胞 腔 , 情况 又 会 怎样 昵 ? 我 
们 将 证 明 ,作为 人 2) 的 一 个 结果 ,这 样 的 胞 腔 不 存在, 令 了 为 这 
样 的 --- 个 胸腔 , 令 q 为 了 中 连接 顶点 w Ao MARR. 


待 证 命题 ”如果 把 可 删 去 , 则 在 所 导 殖 的 图 中 , 心 所 在 的 连 
通 分 支 和 了 所 在 的 连通 分 支 不 相交 ， 


如 果 我 们 能 证 机 这 一 点 ,就 可 导致 所 于 起 的 矛盾 ,因为 根据 
(2), a (I t) 所 在 的 连通 分 支 将 只 包含 一 个 次 数 汶 奇数 的 顶点 ， 
这 就 问 一 个 众所周知 的 事实 (通常 与 网 拉 相 联系 ) 发 条 了 矛盾 :一 
个 连通 图 必定 总 是 有 痢 偶 数 个 次 数 为 奇数 的 顶点 . (这 有 时 被 
称 为 氛 于 定理 , 它 是 说 握 了 了 次数 次 手 的 人 的 个 数 是 偶数 .) 

余下 的 各 是 开明 这 命题 ,为 此 ,考虑 这 个 被 两 次 访问 的 销 
Ti TREBARS HAm. 不 失 一 般 性 ,我 们 假定 7 
是 一 块 He. 现在 把 了 中 处 于 对 角 线 下 方 的 弧 涂 成 红色 , 另 
外 把 CE 中 接 在 这 条 弧 后 面 贞 到 避 即将 重新 直人 了 的 那 -点 为 让 
的 所 有 强 部 涂 成 红色 . 把 其 余 的 弧 涂 上 蓝 色 . 图 18.13{a) 和 图 
18.14(a) 中 的 虚线 代表 红色 弧 , 实 线 代 表 监 色 弧 . 现在 考虑 同 
FARR ,只 是 其 二 了 的 对 前 线 已 被 删除 而 且 了 已 被 转换 成 另 
一 方位 ,如 图 18.13fb)y 和 图 18.14fb) 所 示 . 与 前 闸 一 样 ,TT 中 处 
PAAR TA AIRE AA EMRE AEAT AWS Fui 


全 图 8.14: i e — sh v Blas ini + E e h E. ART HARTE th 53 
AF2" F h" E Y am e EAH" EE 
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图 18.14 WER: (a) 之 前 ;{b) 之 后 


[146] 看 到 ,C 被 分 裂 成 两 条 周 线 ,一 条 全 是 红 的 , 另 一 个 全 是 蓝 的 (这 


绝对 是 一 个 纯粹 的 组 合 数学 事件 .与 这 平面 的 拓扑 结构 无 关 ). 
现在 若 尔 当 曲线 定理 告诉 我 们 ,这些 不 相交 周 线 的 每 一 条 都 有 
一 个 内 部 和 一 个 外 部 ,它们 可 以 像 图 18.13(b) MEET E (dE 
套 情 况 }, 也 可 以 像 图 18.14(b) IR E REM). 和 企 这 两 种 
情况 中 ,， 所 在 的 连通 分 支 和 ?mw 所 在 的 连通 分 支 显然 是 不 相交 
的 ,这 是 因为 红色 周 线 和 蓝 色 周 线 都 介 于 它们 之 间 . 将 这 个 结 
论 与 握手 定理 相 结 合 , 即 完成 了 证 明 . 


评注 ”虽然 刚才 这 些 结果 不 全 力 使 用 者 尔 当 曲线 定理 也 
可 以 获得 严格 证 明 ,但 这 样 必 须 用 到 - - 些 平 面 拓扑 ,因为 在 环 面 
上 与 引 理 上 类似 的 结论 不 成 立 ， 
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He); ,我 们 必须 证 明 {2). 


引 理 2 wA HAKER) RE, AA 35 ik 53 5 
着 主 周 线 旅行 了 一 周 回 到 家 的 时 候 它 仍然 成 主 . 


证 明 ” 令 4 是 对 角 线 图 的 某 个 顶点 . 以 2 作为 一 个 项 点 的 
四 个 胞 及 组 成 了 令 拓 NC). 和 找 们 证 明 , 如 末 在 某 个 时 候 特 吕 谢 
AREA No 然后 离 它 而 去 ,那么 vv BS akha BES. [147] 


情况 【 ”这 周 线 只 与 (wv) 中 的 一 个 胞 腔 相 吉 . 那么 ÀS 
在 那个 胞 旦 的 对 前 线 上 ， 如 果 这 胞 坚 是 冷 胸腔 ,情况 就 保持 不 
T ,因为 冷 胞 腔 不 会 发 生 转 换 . 如 果 它 是 热 胞 腔 ,那么 它 就 变 为 
冷 胞 腕 ,从 而 就 设 有 了 实 对 角 线 菩 . 因此 ,不管 它 是 理发 生 转 换 ， 
v 的 次 数 不 变 ， 


HAI BARH NO) 中 的 不 止 一 个 胞 腔 相 毅 . 那么 令 
E 为 它 进 人 的 胞 腔 ,而 E' 为 它 离 开 的 和 胸腔， 如果 E ERER, 
那么 它 的 对 角 线 就 与 o 关联 . 因此 当 它 变 为 冷 胞 腔 时 ,这 条 对 
角 线 就 消失 了 (不 管 是 否 发 生 转 换 ). 如 果 它 是 冷 胞 腔 , 它 就 
变 为 热 胞 腔 ( 没 有 发 后 转换 ), 因 此 将 产 牛 - -条 新 的 实 对 角 线 与 
o 关联 . 完全 同样 的 证 明 对 E 也 适用 . 因此 这 两 种 变化 的 净 效 
应 保持 了 4 的 次 数 的 奇偶 性 ( 见 图 18.15). 至 于 中 间 经 过 的 胞 


18.15 S r 关联 的 实 对 角 线 的 数 日 其 奇偶 性 不 变 


崩 一 个 甩 腔 有 两 条 对 角 线 ,在 热 胞 腔 中 所 遂 的 显 的 是 那 条 不 与 打 中 两 茶 昕 相 
TEA FAE. HEE MEIR Eh xT B. ERRA" ETIA SE” (solid diapunal). 译注 
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[149] 
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腔 (它们 可 能 有 :个 或 两 个 } ,它们 的 对 角 线 不 与 ， 相 通 , 所 以 有 
关 的 证 明 与 情况 L AHEL. 这 些 胞 腔 不 会 对 z 所 关联 的 实 对 角 线 
的 数目 造成 任何 变化 . 另外 还 有 -一 种 情 沉 , 即 玉 与 是 同一 个 
胞 腔 , 但 我 们 把 有 关 的 分 析 留 给 读 哮 . 

一 般 地 说 , 主 周 线 可 能 出 人 Ne) 好 用 次 ,但 如 果 大 们 考察 
这 条 山 线 在 任何 进入 点 与 相应 离开 点 之 闻 的 部 分 .前面 的 分 析 
仍然 适用 . 这 就 完成 了 证 明 . 

结合 引 理 | 和 3 纤 理 2 我 们 终于 看 到 了 所 发 生 的 情 识 :如 举 
当 蚂 败 查 家 的 时 候 这 宇宙 的 状态 漠 足 对 第 线 次 数 为 偶数 的 性 
质 , 那 么 这 蚂 虹 避 定 是 洪 着 主 周 线 行进 ,而 当 它 走 完 这 条 道路 加 
到 家 的 时候 ,这 对 舱 线 次 数 为 侦 数 的 性 质 又 恢复 了 ,因此 它 必定 
是 再 次 沿 着 这 条 (新 的 ) 主 周 线 行进 ,如 此 下 去 ,以 到 无穷, 鉴于 
上 一 节 末 尾 的 论述 ,这 个 定理 的 证 明 { 以 及 这 个 村 称 之 涨 的 解 
答 ) 就 此 完成 . 

我 们 把 一 项 任务 留 给 读者 :用 数 沦 知识 简单 地 证明 ,一 个 像 
57 这样 其 二 进 制 展开 具有 同 字 母 串 长 度 为 偶数 的 性 质 的 正 整 
数 能 被 3 整除 . 这 就 解释 了 普罗 普 的 观察 结果 , 即 那 些 其 踪迹 反 
复 展 现 双 侧 对 称 的 晤 蚁 的 密码 数字 . 


注 记 《要 复制 普罗 普 的 一 个 程序 ant.e( 一 个 为 LNIX 机 设 
计 的 晤 蚁 于 宙 模 拟 器 ) ,请 发 电子 邮件 到 proppëërnath.mit.edu. 
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约翰 -H' 霍 尔 顿 (John H. Halton} 


尺 遇 到 过 这 样 的 事 吗 ? 你 站 
琢 的 结果 耐心 地 解释 给 一 群 非 数学 家 听 的 努力 ,项 望 自己 已 传 
和 达 了 这 颗 真 美 之 珠 的 一 些 风采 ,一 阵 静 场 之 后 ,有 人 说 , 不错 
但 这 些 东西 与 日 常生 活 有 什么 关系 呢 ?” 我 左思 右 想 ,认定 正确 
HERA H ABAAA. AE etia. 毕竟 ,日 常生 
活 往 往 是 一 种 拖累 ,于 是 我 们 做 数学 ,其 理由 就 像 我 们 听 音 乐 和 
上 山 滑 雪 一 样 :脱离 日 常生 活 , 高 于 日 常生 活 , 超 越 日 常生 活 ”. 

但 是 现在 我 改天 承 认 , 事 情 偶尔 会 是 别 一 种 样子 ,日 党 生活 
原来 是 有 趣 得 令 人 意外 的 数学 的 一 个 来 源 . 这 方面 的 一 个 美好 
LF AE k h E OPE S ay ik — SE 


在 许多 关于 应 该 怎样 系 鞋 带 的 讨论 中 ,已 经 显然 没有 人 似 
乎 有 确定 的 答案 . 鞋 带 系 了 又 系 ,火气 越 来 越 大 ,鞋子 甚至 被 扔 
了 出 去 . 笔者 认定 有 必要 向 数学 求助 . 

这 个 问题 是 "流动 推销 员 问 题 " 名 的 一 个 特例 . 我 们 有 一 人 
由 2(nz+1) 个 点 ( 即 鞋 带 乱 ,或 鞋 眼 ) 组 成 的 集合 ,这些 点 成 双 行 
排列 , 托 成 一 个 格 点 阵列 ,如 图 19.1 所 未 ， 


) X Pie Ba SJT e o PETE 
B 关于 这 全 问题 ,可 参 砚 本 详 歧 中 《数学 :新 的 黄金 对 代 3 的 第 i 章 .一 一 -译注 


>. 


一 277 一 


19.1 #ET-(— F 8188 2 
RARE ERIA Ao 到 Bo 的 一 条 经 过 每 个 鞋 眼 仅 一 次 的 
最 给 道 路 ,并 且 使 得 子 集 
A = | Ap Ap Arts Anl 
和 B =] Bp Bi, B3, Bal 
中 的 点 在 这 条 道路 上 交替 出 现 . 
图 19.2 ~ 图 19.4 显示 了 三 种 标准 的 系 荃 带 往 上 略 ， 
对 于 美国 式 (AM) , 划 图 19.2. 如果 n 是 毅 数 , 则 系 带 法 是 


(1) 


图 19.2 ”美国 式 曲折 系 带 法 
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.3 欧洲 式 平 旧 系 带 法 
Ag 一 BI 一 dy> B, — Aa —= t. 
— Ani > Ë, > À, + Ba A. — B,- ti (2) 


— A; — B, — A, — Po. 
如 果 n 是 偶数 , 则 类 似 地 ,其 系 市 法 是 
Ao — B, > A> Bs == A4 °°: 
=> À,-; = B, > A, PB, > Ani œ Baa oe (3) 
* Aa — By Ai —= Bo, 
而 县 容 易 验 证 ,在 这 两 种 情况 中 ,所 用 鞋 带 的 总 长 由 下 式 给 出 : 


Lay = LaG(n.u,m) = (4) 


对 于 了 欧洲 式 (EU) ,如 图 19.3,. 当 站 是 奇数 时 , 系 带 法 是 
Ag — B, -5 A; — Bs — Aa -J <. 


一 Aa — B, — A, BA > Baga en (5) 
-Bi As — Bo. 
当 n ERR, A, H R A E 
Ao — Bi > Ape By Ay —= +": 
A > Ba = A, = Bn — Ana Ba C6) 
— B;— À; — Bo, 
而 恕 稍微 多 想 一 下 ,我 们 就 知道 在 这 两 种 情况 中 , 鞋 带 总 长 由 下 
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19.4 鞋 店 式 快速 系 带 法 


成 给 出 : 
Lye = Lrf n, v, w) 
_— (G) 
1153] = nw r2 o tn — 1) d+ w”, 
对 于 鞋 店 式 (SS) ,如 图 19.4, 系 带 法 是 
Ao = B, => À, > Bp Ana = e: 
0 1 1 (8) 


— B — A; —= B, — Ay— B, == A; —= Bo, 
而 且 我 们 发 现 总 长 由 下 式 给 出 : 
La = Ln, w) = mo + n Vul + 2 k Rp L l, (9) 
我 们 可 以 把 这 些 情 形 作 如 下 推广 . Z a 和 有 表示 站 ,2,3， 
vani 的 排列 ; 


位 = layyGaxs tt Gal, 


| | (10) 
RB = iB 52. Bai. 
这 些 排 列 将 由 下 面 的 系 带 法 予以 对 应 : 
À, — Bo 一 = A, Bi, - As, = Bs, — --- 
(11) 
A. | — Ba 一 À, — Bo- 
它 具 有 总 长 
L VPET VB 
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对 于 上 上 面 所 示 的 那 三 种 具体 的 系 带 法 .有 关 的 特定 排列 为 


aaa = | 着 增 的 所 有 偶数 后 接着 减 的 所 有 奇 煞 | ， 
Baa = “化 增 的 所 有 奇数 后 接 递 减 的 所 有 偶数 | ; 
agu = peu = Pami 
as = | 递减 的 所 有 数 ; 
这 些 排列 简单 得 确实 令 人 凉 奇 . 
定理 1 wR o= 025 w = 人 0, 则 对 所 有 正 的 严 ， 


H 


Lan = 也 EU = Lss. 
Rovs 03E H u > 0, BJ 
Lansu, w) = Lectl,v,w) = L.(l,n,0), 
而 如 果 o >0 并 且 m > 0, 则 
Lam 2 vw) < Leyt2, v0) = Last2, v, w). 
RE, wA v > Ü,u > Q,.,3F.H n > 2, 则 


Lam < Lrt < Lega 


(13) 


(14) 
(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


(19) 了 


这 个 定理 可 用 (4),(7) 和 (9), 通 过 仔细 分 析 情 沈 并 消去 根 
于 向 得 到 证 明 . 这 证 明 留 给 读者 作为 一 个 练习 .《 它 已 由 笔者 


在 “- 份 技术 报告 '… 中 给 出 .) 
格 点 表示 


让 我 们 把 集合 4 和 集合 B 平 行 等 中 地 交 栓 放置 ,从 而 形成 
一 个 如 图 19.5 所 示 的 格 点 阵列 . 给 出 代 何 -- 个 系 带 法 区, 我 们 
部 能 它 表 示 成 一 条 折线 (分 段 的 直线 段 ) 工 ,就 像 图 19.5 中 对 我 
们 屠 汪 种 标准 系 带 法 例子 所 表示 的 那样 ,这 条 折线 痊 是 向 下 伸 


峡 , 在 这 新 的 格 点 阵列 中 穿行 ,对 每 个 杜 眼 仅 访问 一 次 . 
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原初 集 他 4 


原初 集合 B 
A 
B 
A 
B 
A 
E . 
A 
E 
A 
5 
A 
B 
A 
Ë 


鞋 眼 指标 


图 区.s -种 标准 系 带 法 的 格 点 表示 

按 系 带 次 序 的 第 一 条 线段 4o 一 B, 其 位 置 不 变 ; 接 下 来 的 
一 条 线段 Bs — A, ,被 它 关 于 原初 那 条 B RERS RA 
下 一 条 是 A, -> 8 , 它 被 平行 下 移 了 两 个 格 点 间距 (也 可 以 说 
这 是 一 个 被 相继 作 了 两 次 镜 射 而 得 到 的 象 ), 如 此 等 等 ;而 最 后 
一 条 线段 4， Bo , 则 回 人 到 了 把 原初 那 条 如 线 上 的 8 向 下 作 2m 
个 格 点 间距 的 位 移 而 得 到 的 谊 , 显然 , 工 这 个 折线 表示 的 总 长 

.1551 等 于 相应 系 带 法 元 原来 的 总 长 L. 

现在 ,直接 应 用 一 下 三 角 不 等 式 ,美国 式 系 党 法 的 总 长 短 十 
欧 湖 式 系 带 法 这 一 事实 立即 就 变 得 十 分 显然 ( 见 图 19.6). 

Lan 和 La 这 两 个 表示 在 几 个 地 方 发 生 重合 ,在 它们 不 重 
合 的 地 方 , 出 现 了 一 个 三 角形 OPR 及 其 一 系列 的 复制 品 ,显然 
有 PR < PQ + QR ,(19) 中 的 第 一 个 不 等 式 因 此 推出 ,不 需要 再 
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图 19.6 关 国 式 系 带 法 与 欧洲 式 系 带 法 的 比较 

用 到 代数 了 1 156: 
欧 溃 式 系 种 法 优 于 鞋 店 式 系 带 法 这 一 事实 的 证 明 稍 微 困难 
一 些 ( 见 图 19.7). 有 目 完 ,我 们 观察 到 表示 Lu. H Ls 只 有 两 条 对 
角 线 是 胡同 的 , 它 拉 者 足 在 两 个 方向 .| 备 行进 一 个 格 点 间距 ( 兰 


Hr zE | 
Le = i u FK RAN 1 | w s. 一 


Ls = HAARE 


B 119.7 RMA RIE EEGI Z rb BU Lk EF 
—21⁄7 一 


率 为 + mr) HRR n RER) E, EIRENE 
方 癌 上 行进 一 个 格 点 癌 距 w. WRF IAR A R Ak 
段 . 把 下 面 被 分 离 的 线段 加 上 有 平行 移 拐 (在 前 两 种 情 认 中 ,还 紧 
作 侧 问 移 动 ) ,与 上 曾 的 线段 重新 会 侣 ,这 相当 于 从 每 个 表示 中 
减 去 相等 的 长 度 ,我 们 就 得 到 了 简化 表示 工 而 和 Ls. 这 个 结果 
显 冰 在 图 19.8 中 .现在 每 个 表示 都 由 … 条 只 折 了 一 次 的 折线 构 
成 5 仅 在 两 条 相 接 的 线段 一 一 一 条 这 个 方向 ,一 条 那个 方向 ). 


图 19.8 区 洲 式 系 带 法 与 鞋 店 式 系 带 法 的 比较 — 简化 表示 

现在 我 们 再 次 表演 那个 " 镜 射 技巧 " ORE YK 3E AB ER P 
器 , 革 把 每 个 表示 中 那 条 向 左 的 线段 作 关 于 垂直 轴 的 镜 射 ， 这 
样 得 到 的 表示 线 记 为 LA” 和 La (LE 19.9). 


Hsr 19.9 EKHI ATE REIER # ATA EE 一 一 镜 射 表示 
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WERIT La RERE- ARE 
EVM LA” HAA HRE DW A WV HR, BEE ieh `: fg A 
等 式 ,(19) PRR. 


— 


l + 化 


我 们 采用 上 向 描述 的 格 点 表示 { 见 图 19.5 一 图 19.7) ,并 将 
“ 镜 射 技巧 ”应 用 干道 路 上 有 从 p. 证 BB 的 部 分 . 对 应 十 hdi zi 
的 一 般 亲 带 法 的 道路 共 样 子 术 于 图 19.10. 其 中 述 显 未 了 对 应 
于 美国 式 系 带 法 的 道路 Liz .在 这 个 特定 的 例子 中 , 辣 前 而 一 
Fe, n = 7, 而 那 一 般 的 系 带 法 是 

Aa —> B, = Ar Bi >As — Bi > A — Bs — Aa 
Be -= d; — B; — À, — B+ —= À; — Do. 

其 长 度 由 下 式 给 出 [对 照 (12) 并 归并 相同 的 根 式 ]: 


(20) 


0 l 2 ; | OA 3 2 Ü 

4 
Si 

5 + "qg... 
L APEELLIILLIL 
g d— `e tr | Sl | | 
TTTS S 
Tee 
人 TNTE 
TAN 
Te 
Rd 
4 k. A 
二 
mmm mas sm 
HESS 
4 1 p- : Jam v. 

十 二 | Sis TTA 

| | I i | ! 


19.10 -Ai E 
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L =3u +2V + 9) + 4 46 + ao 


—  .— a (21) 
+3v 9 + wi + 32562 + 02. 
一 般 地 , 令 系 带 法 具有 总 长 
L = > = Ni kv + w, (22) 
k= —n 
其 中 1 H PN : 
DMN = 2n +1 (23) 


是 向 下 位 移 的 净 总 数 ( 即 步 数 , 因 为 每 一 步 都 有 一 个 耻 离 为 一 
个 烙 点 间距 w 的 向 下 位 穆 ) ,而 


Don = 2n (24) 


一 个 格 点 则 中 > 为 单位 的 向 右 位 移 的 兆 总 数 . 对 于 美国 式 
KA BAR 
No = 1. N, = 2n, 所 有 其 他 的 V, = Ü. (25) 


定理 2 美国 式 系 带 法 具有 上 尽 可 能 地 的 总 长 了 ,而 且 它 是 
唯一 最 优 的 系 带 法 . 

证 明 令 工 是 任意 一 种 系 带 法 .多 的 镜 射 表示 ,并 令 工 是 它 
的 总 长 ， 

(| 如果 wo 全 ,我们 就 从 妈 中 任意 拿 走 一 个 相应 的 ( 竺 
RB) 步 ,并 从 S. 中 拿 走 那个 单独 的 垂直 步 , 把 表示 中 被 分 离 的 
两 段 像 前 面 那 样 着 过 平行 称 位 重新 会 合 ,， 于 是 这 两 个 新 的 表示 
L'R Lis 仍然 具 有 共同 的 端点 ,两 者 的 长 度 都 比 原来 只 减 小 
w. 现在 ,Lh 显然 是 最 小 的 ,因为 它 是 连接 这 两 个 端点 的 直线 
段 . 内 此 ,对 所 有 的 Z, 

Lg L. (26) 
(i) 现在 假设 No = 0. 这 种 情况 由 图 19.11 表示 . 
不 可 能 只 对 上 的 正和 值 有 高 > 0. 如 果 赴 这样 , 则 根据 (23) 
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Wih KD m iyi i 


19.11 A, =0 的 情况 一 É f 3E 8 2& Fat 
和 (241) ,我 们 将 会 有 


> ka 一 NIN, = Na + 23 十 ”十 (n 一 1) N, = 1. (275 


这 是 不 可 能 的 ,因为 所 有 的 N. > 0. 因此 ,至 少 有 一 步 且 有 负 的 
( 即 向 左 的 ) 水 平 位 称 , 从 而 按 从 上 到 下 的 次 序 , 就 存在 着 一 个 
第 一 个 出 现 的 向 左 步 ST. 显然 这 一 步 不 可 能 是 这 个 表示 中 的 
第 一 步 或 最 后 一 步 . 十 是 , 它 前 面 是 -~ 个 向 右 步 RS, 这样 就 形 
成 了 一 个 指向 右 方 的 角 ， 

HLÆR 19.12 中 的 局 部 放大 } 令 玉 和 如 分 别 为 过 R 和 了 
的 垂直 线 与 过 S 的 水 平 线 相交 处 的 格 点 . 于 是 有 


I FR! = I1E7! = w (28) 
利 | 
| Fs | > bP, 
| GS | > v. (29) 


Lf G Ini — 2 Pr 2R3E4y T TS, POC RS 交 于 证 (因为 它 一 定金 
与 RSH). 再 过 而 一 条 年 直线 ( 平 行 于 RF) 与 TS 3E Y. 
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图 19.12 E 19.11 的 局 部 放大 


显然 YYTC 是 一 个 平行 四 边 形 ,因此 由 (28}, | XY = | 67| = 
wI, 

这 样 我 们 就 可 以 用 折线 RAYT 3460363678 L 中 的 折线 ST， 
并 由 三 角 不 等 式 ， 

:XY| < 'XS|+ | SYi, (30) 

使 得 这 个 变形 表示 L- (不 妨 用 这 个 记号 ) E L 55. 但 是 现在 
L-A -条 长 度 为 w 的 冬青 线段 ,所 以 由 与 情况 (1) 中 同样 的 
证 明 , 不 等 式 (26) 得 以 确立 . 

注意 :表示 折线 工 - 通常 不 是 任何 系 带 法 的 一 个 表示 .因为 
它 一 般 来 说 不 是 由 格 点 连接 而 成 的 . 但 这 没有 什么 关系 ,因为 
证 明 到 这 - - 步 ,我 们 只 对 线 的 长 度 感 兴趣 . 

我 们 现在 已 经 证 出, 如 果 Zi 是 任何 具有 最 小 长 度 的 系 带 
法 ,那么 它 各 它 的 (水 平 镜 射 ) 表示 Lo 将 具有 与 美国 式 系 带 法 
机 等 的 总 长 , 即 根 据 (4)， 


A 一 . 
Lmin = Lay = w + Zn v nz + w”. (31) 


(p 注意 AYER 了 由 足 一 个 思 行 四 边 形 , 国 为 对 边 XY 与 RF ir 一 一 原 诗 
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( 攻 》 基 后 ,我们 证 曲 这 最 优 系 带 法 Aon 的 唯一 性 . 在 情况 
CEDRIA O 中 给 出 的 论述 ,证 明了 任何 最 小 系 带 法 .i 部 
满足 (25); 也 就 是 说 , 它 的 (水 平 镜 射 ) 表示 Lm 具有 2n AE 
对 间 线 同 右 和 加 下 闪 走 过 一 个 格 点 贺 距 的 直线 度 和 一 条 得 直线 
Pk. 然而 ,如 (31) 所 表明 的 ,这 条 垂 真 线段 在 这 条 链 中 的 位 置 并 
不 对 总 长 上 wo 产生 影响 . 

不 过 ,既然 Ls 不 仪 是 格 点 折线 ,放量 是 一 种 系 带 法 的 表 
未 ,那么 它 一 定 要 经 过 屠 条 对 应 于 指标 = 的 重 直 格 线 正好 天 次 
(EPERAIMA REER A, 和 8B,) ,而 这 条 线 是 促 有 的 - -条 没有 被 镑 
射 变 换 所 复制 的 格 线 ,因为 它 就 是 镜 射 轴 . 国 此 ,既然 这 个 表示 
单 绸 回 右 行进 (也 就 是 说 ,从 不 向 堪 ) ,那么 那 条 独 一 左 二 的 重 直 
线段 患 被 严格 地 限制 在 指标 a 的 位 置 上 ,就 像 在 Lay HAR. 
这 就 完成 了 定理 2 的 证 明 . 


参考 文献 
l. John H. Halton, The shoelace problem, Department of Computer Sei- 
ence Technical Report No. 92-032, University of North Carolina at 
Chapel Hill, 1992. 
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这 是 我 们 关于 三 角形 这 个 矣 题 的 第 三 章 , 但 是 它 很 有 些 与 
KA. 前 面 那 两 章 讨 论 的 是 计算 栅 对 三 角 潍 几何 的 作用 ,而 
我 们 在 这 里 将 返 本 还 潜 , 对 一 些 非常 经 上 典 的 论 明 进 行 一 种 新 的 

“作出 一 个 推广 ,其 日 的 并 不 仅仅 在 于 把 更 多 的 情况 包括 进 
来 ,而且 还 在 于 把 不 必要 的 假设 丢 径 挤 , 有 时 候 这 可 能 导致 更 简 
单 的 证 明 .” 我 记得 在 做 妍 究 生 的 时 候 , 我 最 早 的 导师 之 一 斯 让 
罗 德 向 我 讲 过 像 这 样 的 -- 些 话 . 事实 上 有 两 种 类 型 的 推广 . 人 
们 既 可 以 减弱 假设 ,也 可 以 加 强 结论 . 下 面 讨论 的 例子 对 这 了 两 
种 途径 都 作 了 阅 明 . 在 所 有 情况 中 ,找到 了 正确 的 推广 .就 把 一 
个 看 起 来 复杂 的 问题 简化 为 一 种 本 质 上 机 械 的 验证 , 即 一 件 只 
ALE 播 揪 把 柄 ”的 事情 . 我 们 的 第 一 个 例子 是 纽曼 给 出 的 ， 
为 此 我 们 再 次 向 他 表示 感激 . 


莫 利 ?的 奇观 
ER. AR (Donald J. Newman) 


关于 当前 数学 教育 的 指导 思想 ,一 件 令 估 悲哀 的 事情 是 对 
平面 几何 的 回避 . 如 今 的 这 一 代 , 或 许 还 有 他 们 的 父母 ,部 没有 


(D Alli Fenk Worley ,1860 ~ 19371 .在 英国 出 和 后 的 美国 数学 家 . 以 下 而 将要 介绍 
的 莫 和 定理 而 闻名 .一 一 评注 
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或 者 那 奇观 中 的 奇观 , 即 莫 利 三 角形 . 
如 图 20.1 上 所 示 ， 我 们 取 一 个 任 ERTE, HECHAS 
Sa, 从 而 得 到 二 个 变 点 . 这 些 总 在 这 个 初始 的 三 :角形 中 构成 
个 小 三 第 形 . 然而 ,这 个 内 部 的 小 三 角 共 完全 不 是 任意 的 . 
A Platt À CSOD AE, 它 总 是 等 边 二 角形 1 
当 咎 我 阅读 ,或 更 准确 地 说 ,试图 阅读 英利 关于 这 个 惊人 的 
定理 的 证 明 时 ,我 发 觉 它 是 绝对 的 难以 理解 . 我 对 日 Uh iD, ak F 
E$ 3 BJ 38.22 ERZEKE AR, REE. 但 我 在 这 
上 上面 从 未 获得 成 功 ,在 至 当 我 读 到 那个 基 直 三 前 学 的 简单 得 多 
的 证 明 , 还 有 纳 望 六 加 {M.T. Navansiengar) 给 出 的 那个 相当 简单 
的 几何 证 明 时 ,感到 其 中 仍然 有 着 太 用 的 复杂 之 处 ,缺乏 让 人 读 
C 


D RIRI EILIA E AAA IH E LRR KRL AA. H Ak 
Am F BOB MUS o, E Inr- e iu; PU (Cdificienn y). W FILERE, — TE 
BERIDA DJ z £B 22 S23 Ae EED, E JL SE FEE fr g BU 5D KE 25 At E 
TIK s N. n S LK IRA rh COE ap a Sy 一 一 详 注 

S ATALERA SERAH it SEK K IL S 8 E KERR E 
Bip" .一 一 详 注 
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FERAJN. (ERALA MERIR E RKA RA sa #U 
ALERT? MERSE T KO ia EIN A RE K KK? Air EHF, 
黄 利 定理 还 是 宣称 ,在 图 20.1 P, AARRE kE 
等 边 三 组 形 . 所 有 这 些 证 明之 所 以 看 来 如 此 困难 而 缺乏 诱 人 的 
动 | 对 ,可 能 是 因为 莫 利 定理 其 实 只 基 这 战事 的 … 半 . 全 部 的 网 
及 就 在 图 20. 1 中 , 它 讲 出 了 完整 移 鼓 事 , 实 际 上 给 出 了 自我 证 
HI! 《这 种 情况 在 归纳 法 证 明 中 经 常 发 后 : 较 完全 的 陈述 比 有 限 
度 的 陈述 容 煞 证 贡 ,) 

是 找 们 求助 于 [4] 中 所 用 的 “欺骗 "策略 , 共 体 地 说 ,我 们 
从 那个 等 边 三 角 撒 开始 向 汗 构 作 . 结果 得 到 图 20.2. 在 这 里 我 
们 作 了 正规 化 处 理 , 即 把 姥 个 等 边 宇和 角形 的 边 长 到 为 1. 注意 根 
据 对 称 性 , 上 只 要 证 明 于 个 被 标示 的 角 为 4/73 就 够 了 . 

到 这 一 步 , 我 们 可 以 把 这 个 证 明 转 交 箔 一 名 在 革 角 学 课程 
中 学 过 " 解 三 角形 ”的 高 中 牛 去 完成 了 .我 们 看 到 ,图 20.2 中 所 
有 有 的 这 长 者 电 那 二 个 构 作 出 的 一 角形 的 前 — 3 — fB (ASA) 所 
ME. 于 是 ,将 正 艾 定理 用 于 三 角形 ABC 即 得 到 


. AC O SO 
sin( C + wz)Z3 T sint A 73): 


故 


sin( C + m) ⁄3 


AG = st A 73) 
FWE, 
+ smn C + m) 3 
BC = int B73) 
未 有 
I, 4 + x Ü + x T 
ZAC R = Ir 3 -3 -3: 
内 此 对 三 角形 acg IiI BI 20.3. 
CH 
a (CTT. š Siy 
ain ` Z. 
— = -~ 


图 20.3 
WK EAE, R AÉ T ARRECA, (S45), 
所 以 共 余 的 角 都 被 确定 ,它们 必定 是 #3 和 BA. 对 此 人 人 们 可 
以 再 次 使 用 正 疼 定理 予以 验证 、QED， 
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参考 文献 
l. Frank Morley, Extensions of Clifford’s theorem, Amer. J. Math 51 
(1929) ,465-—472. 
J. NM. Child, À proof of Morley’s theorem, Math. Gaz. 1272101922). 
. M.T. Navansiengar, Edue. Times, New Series 15,47( 1909). 
< H.S. M. Coxeter. Iniroduction to Geometry , Toronto: John Wiley & 
Sans. 1982, 23—25. 


— F = fo ETE BJ AE RE 


正 姑 每 一 名 中 学 生 曾 经 知道 的 邦 样 ,一 个 三 角形 的 中 线 次 
TAPD) ARERR GEC) (这 年 头 , 你 能 找到 一 个 
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居然 知 遭 什么 是 中 线 的 孩子 , 那 就 很 幸运 了 ) 

甘于 共 点 性 , 一 个 大 们 不 太 融 悉 的 例子 是 费 马 点 . 这 是 (在 
一 不 锐角 : TATIER) 与 二 个 项 点 的 距离 之 和 为 最 小 的 点 . 为 找 
出 这 个 点 ,我 们 以 已 药 二 角形 的 三 条 边 为 底 边 ,作出 三 个 等 这 一 
和 角形， 然后 把 其 中 每 个 一 pe 三 第 形 中 与 
其 相 光 的 项 点 连接 起 来 . 这 三 条 连 线 的 交点 就 是 我 们 要 找 的 点 
【图 20.4)， 

尺 不 畦 么 善 各 的 是 下 面 这 个 或 者 说 这 对 有 半 一 个 作 图 的 年 
FE k aE PEB RJ) |p p Tk e. ÆR 20.4 中 ,把 4',8',0 Hu 
#HE= T C EDJSS Gh AS AE UESQ IM a. EER AA , BB, CC 
GRIA. (MANR IS E HiH, F Fu F a A,B,C 
本 身 是 一 个 等 边 三 角形 的 原点 1 而 且 , 这 三 个 等 边 三 第 撒 可 以 
取 在 原来 那个 三 角形 的 外 面 ,也 可 以 到 在 里 面 . 

p 


图 20.4 ASE, 


第 一 个 推广 


REEE -个 无 穷 的 单 参 数 定理 族 的 特殊 情况 .这 个 定 
理 族 最 早 吓 在 100 多 年 前 被 发 现 的 ,虽然 在 起 来 它 在 不 断 地 被 
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重新 发 现 . 这 个 中 功 于 基 栅 特 名 的 定 埋 把 费 号 和 拿破仑 的 二 个 
等 边 三 角形 代 之 以 任意 三 个 征 为 相似 的 等 妥 二 角 撒 .上调 这 些 二 
角形 的 底 角 为 a, 则 费 马 点 对 应 着 a = n3 的 情况 ,拿破仑 部 对 
点 着 = rzx6ft 正 或 负 ) 的 情况 ;而 形 心 和 天 心 分 别 是 极限 情况 a 
= O fla = xz2( 请 验证 ). a 从 -mr2 生 到 2 时 , 那 公 共 交 
点 的 轨迹 就 是 一 条 等 轴 必 曲线 ,又 称 基 山特 双 曲 线 . 一 篇 近期 
的 说 四 性 文章 见 十 《数学 茶 志 关 (Wthematics Magazine ) 1994 年 6 
月 号 第 288 ~ 205 DL. 


习题 ( 今 人 意外 但 很 容易 ) ”证 明基 八 特 双 曲 线 还 经 过 那 
ZAL A, R, C AEEA TED .重心 和 这 三 个 质点 共 五 
个 点 的 唯一 圆锥 曲线 . (做 一 下 . 进去 所 一 把 . W?) 


第 二 个 推广 


上 面 的 单 参 数 族 原 米 是 一 个 无 穷 的 三 参数 定理 族 的 一 个 特 
丈 情况 . 请 参见 下 页 的 图 20,5, 我 们 有 


定理 1 给 出 一 个 三 角形 ABC ALS A.B. C ,使 得 x = 
£ BAČ = ABACB = LABC = AABC,Y = ZA'CB = 
ZACGB' M| AA, BR CC AA. 


于 是 ,三 角形 ABC 边 上 的 三 角形 不 一 定 是 等 爵 三 角形 . X< 
键 的 条 件 是 这 一 个 三 角形 的 底 角 杰 像 图 20.5 中 所 示 的 那样 两 
两 相等 . 请 注意 ,由 于 = ,8,y 足 任意 的 ,我 们 就 有 了 一 个 三 参数 
的 定理 族 ;而 基 佩 特 的 结果 中 = 8 = 7 这 种 特殊 情况 . 这 个 定 
理 陈 述 起 来 是 那么 简单 和 和 白 然 ;以致 大 和 们 怀疑 它 一 定 在 很 久之 
前 就 被 注意 到 了 ,然而 它 的 历史 踪迹 看 来 脐 腊 不 消 . 近期 的 一 
T = = w Pr P H Fr (D. Kirby) H — F “PE iE E YP!” (Classroom 


T AMAN Ludwig Kiepert, 1846 — 1934), RHAG. PL FEAE R XZ 
Hemi. 详 注 
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图 加 .5 
Note, RIE ARCH HY January( 1980) ,p.45-—p.47). 


第 三 个 推广 


余下 的 故事 基于 克利 福 德 . 加 德 纳 寄 来 的 一 些 考 察 结果 . 

首先 是 -一些 术 语 ; 图 20.5 中 的 直线 a Ma 称 为 关于 顶点 4 
的 等 角 线 [isogonal line} ,意思 是 它们 关于 过 4 点 的 衣 平 分 线 互 
为 镜 和 全 ,类 位 地 ,我 们 可 以 不 作 关 于 和 角 平 分 线 的 镜 射 ,而 是 作 关 
于 这 三 角形 中 线 的 * 镜 射 ”， 更 准确 地 说 ,如 果 过 一 个 顶点 的 其 
条 直线 截 对 边 的 交点 与 这 条 对 边 的 中 点 等 距 , 则 称 它们 为 等 截 
线 (isotomic line). 如 盯 过 顶点 的 直线 是 旦 等 载 线 而 不 是 等 角 
ZR EFE 1 类似 的 定理 网 样 成 立 . 事实 上 ,这 个 结论 对 任何 
二 条 分 别 过 A. B.C 的 其 点 直线 以 下 圳 的 形式 上 成立， 

定理 2 Apg e r TA 9 sp A 6 ABC Z.AFTE S A. B 
和 C yas h sb. 令 P, 为 过 点 4 的 线束 . 令 了 为 PP， 上 满足 下 
述 条 件 的 (唯一 的 ) 射影 映射 ， 

(1) £ AB EAC HEH, 

(2) 2 p RRRA, 
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图 20.6 


类 似 地 定义 Pa, Pe 和 Tg, To. 对 P, 中 的 任意 一 条 直线 a， 
Aa = Talal Bi, s Pa 中 的 和 Pc 05 e, 4 b' = 
Tb = Tele), $r r” = ar oA = h' [) e, b' = =' f) 
a, 那么, A4' ,BB' PCC RAT, 


注意 现 和 我们 有 了 一 个 无 穷 的 五 参数 定理 族 , 因 为 点 P 的 
pRa IL E po, 

实际 上 ,定理 > EA 1 AAAG, REREH 
TRR ARER , 即 乎 面 上 上 的 一 个 射影 变换 可 通过 任何 四 个 
独立 的 点 子 以 任意 地 定义 . 作为 -个 特殊 例子 , 令 厌 点 A.B. C 
保持 不 动 , 而 把 内 点 安 换 到 任意 点 了 ,图 20.5 就 宅 成 了 图 20.6. 
因此 ,让 个 推广 的 茹 有 果 并 不 在 于 包容 更 多 的 情况 ,而 在 于 简化 证 


TAE FARE EKTA U ERE, BE EAE JL SRI Cuit 
TRR. LCASA KR, 987 ERD. ek. IEA PIT A 相好 RE RAA R ECI 
FE. FETE 

mar PUp. gr HAEA I -a A tR EE by A IP n 
Te. — 译注 
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HI. 由 体 地 说 ,我 们 再 构 作 一 个 圣 影 变换 , 它 把 6 变 到 原点 ,把 
À E&H y RTA, Ju p Ef) 轴 上 的 尤 穷 还 点 ,而 把 PP 
亚 到 点 人 1) 如 图 20.37 HER. 


图 20.7 


于 是 直线 pogr 就 分 别 变 成 了 直线 x = 1,y = 1,x =y m 
HARITA 

P 是 所 有 牌 直 线 的 集合 ， 

Ps 基 厅 有 水 平 线 的 集合 ， 

Pe 是 所 有 过 原点 的 直线 的 集合 . 

现在 请 回忆 ,任何 一 维 的 射影 变换 都 取 y = (ax + b)ZUex 
+ DHELE, AE T, Æ Hr = a MEH = 17a. 这 是 把 
y 轴 与 无 穷 远 线 互 换 , 并 邻 直线 x = RRR RE — e E 


二 符号 使 用 又 混淆 了 ， 这里 的 a,b,c d 是 射 毕 变换 的 套数.* Ay 是 同一 线束 
中 元 案 的 一 维 ( 韭 齐 次 ) HEE. :一 译注 
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换 . 我 们 将 把 方程 为 x = a 的 垂直 线 简 记 为 e, 把 水 平 线 7 = 5 
WEA b, WEERA HE y = cx 记 为 ce, 然后 根据 Ts 和 Ti 的 
类 似 定义 ,我们 有 

a' = Tila) = La = Ts b) = Foe = Tele) = L, 


t 
ME AA 4 ,B,C HAER M ESR AA, BE, CC 的 方程 ， 
JFB2uE AT HE, t £ m PREET JLI P-A PA s r. FL 
体 地 说 ， 


EC =a [| b = (lZa,b), 

A =b [Ye = (1/⁄bc,]17h), 

R =e [) a = laac), 
于 是 ,A4' 具有 方程 x = 17ber ,B88B' 具有 方程 x = are, CC 具有 
方程 + = (ab)x. 那 公 ,A Q BB = (ke, arc), Z wt E B Pb 
CE l. 


第 四 个 (最 后 一 个 ) 推广 


请 注意 定理 2 是 .一 个 射影 几何 定理 . Kak anh aq EE 1 Be 
绝对 的 ,也 般 是 说 它 除了 在 欧 氏 几何 中 成 立 外 ,在 权 圆 几何 和 
双 昌 几何 中 也 同样 成 (在 椭圆 几何 的 情况 下 , 人 们 要 假设 点 
A.B. C 的 存在 ). 即使 对 最 简单 的 特殊 情况 , 即 作 为 这 篇 文 
章 出 发 点 的 中 线 共 点 ,这 个 结 沦 也 不 是 显然 的 . 常见 的 欧 氏 证 
明 击 要 太 大 借助 于 平行 公设 ,因为 其 中 必须 让 连接 一 个 三 角形 
此 边 中 点 的 直线 平行 于 第 三 条 边 . 使 用 其 他 方法 可 以 证 明 这 个 
中 线 定 理 在 非 欧 几何 的 情况 下 同样 成 立 . 与 此 相反 ,定理 2 则 直 
接 覆 盖 了 所 有 这 三 种 几何 的 情况 . 
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FPW EIET {Solomon VW .Golomb; 


希 尔 伯 特 第 十 八 问题 * 


1900 年 .在 巴黎 国际 数学 家 大 会 上 . 当 伟 大 的 德国 数学 家 

希 尔 拍 特 在 一 篇 演说 中 提出 他 为 20 世纪 数学 所 安排 的 议事 日 

FERT, IEIR RHEA 23 PRHA RM BJ E SL EAE R, A 

TAA 18 的 问题 . EAT AiE a HEERE = [8] ( 81 

Hn = 2Ñln = 3 的 情况 ) 能 用 单单 一 个 几何 图 形 的 全 等 剧本 
PEIE (pave) në ARB (ule) 的 问题 ,他 具体 地 问 道 : 


.“ 在 nn 维 欧 所 空间 中 是 不 是 …… 只 存在 有 小 
多 种 -= 人 [天 

.“ 是 不 是 还 存在 这 样 的 多 面体 .它们 并 不 作 
manus Ei H A, $R i OE A A 3E a 8 tT A 


T A- ER E tiy r 88 R Ll BE. i, BI" B] S I t EB 3p SP E. A 
作者 媳 名 著 在 这 个 节 坏 题 下 àt. MARRA TE MAE Y $y PykaAER .— RE 

ER Ë BH é j= SH BE UI e E sbb pe. PE -Aa sat r hE p SBS drin. 
EMTA FE ETARE Ter, EEO TUF) = AM FET tH 2 SE 3 
RIER TRR AE DEN A; D a T r pIE AT 01656 E y 和 a, 
FAFE yal FY AUER AAR B H erea 8 ee e, e 
HATE RAL AOD. 3; nits. PE ge m. V HK PE U eA r 
TT. a Fan P UB H: 1959 年 版 1. 一 --… 译注 
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Hibe SE B| k E HE Y akt brt n B ga EZ j RRITE 

[E] E + ZL h 2?” 

# PA AANA SJ e Sk e E REH MS Sioa W ii 
定 回 答 的 倒 于 却 企 3 20 (BR EE FFK. Reinhardi, 1928) A 2 维 
(HEEL Heesch) . 1935) PITE E PFRI T. B aR OH -- MIM 
js KREI .斯 坦 以 及 共 他 人 找到 , A 31.1 ERI 个 
与 黑 施 的 例 于 相关 的 例子 . (还 存在 虽 小 的 训 子 ,但 大 取证 明 它 
TR A Ar MERITER Eb ERRE 不 礁 证 明 , 能 证 这 个 同形 
铺 大 平和 抽 的 维 一 方式 如 图 21.2 所 水 . 然而 , 它 并 不 是 -一 个 “其 
本 区 域 ” AHE- -KEJE A FEF) B B94 a iu — +T X: TAA ë 
线 的 镜 射 和 一 个 问 上 2 个 单位 的 平移 所 组 焉 的 , 担 是 上 在 这 个 
运动 下 的 象 却 不 是 这 铺 砌 样式 中 的 -- 块 铺 彼 . 

希 朱 们 特 相 本 渡 预 料 到 会 有 有 和 髓 德 尔 不 完全 性 定理 ,更 木 要 

说 他 的 : 些 问 题 会 被 证 明 是 "不 可 判定 的 ” AREATA 
HEP I 28 (3: #|#] ( Diophantine ) A EE BJ OT 2 8k aet 
MERE RR IE 88 25 H] Julia Robinson) , FEB Z JE b E g (IO. B. 
MaTHacoesHd} E A ) HEHH HtL+TFTY TS ET Hf xE HI computationally unde- 
"idable)-- 梓 ,对 于 任意 给 出 的 --- DATKI E i. m BEH] 
EPRE 2 KEA - E aj 9k ERUEN 


21.1 -A AER WAH A E- TJ k RU E EE 
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图 21.2 用 图 21.1 中 的 图 形 铺 砌 平面 
是 不 可 判定 的 . ( 王 浩一 方 击 证 明了 这 个 铺 砌 问题 与 图 灵机 ”* 停 
机 问题 一 个 标准 的 不 可 判定 问题 一 -是 等 价 的 ; 另 一 方面 
证 明了 它 的 不 可 判定 性 与 一 类 包含 三 个 量词 的 逻辑 公式 一 一 所 
By 3 会 式 类 一 一 的 耕 可 判定 性 是 等 价 的 节 .) ECR. Berg- 
er 和 王 洗 的 其 他 学 生 推 广 了 这 个 结果 ,例如 ,他 们 证 明了 ,是 否 
能 用 单单 一 个 几何 图 形 的 全 等 副本 来 铺 砌 平面 (或 者 一 个 较 小 
的 以 域 ,如 -一 个 矩形 ) 的 问题 也 是 计算 不 可 判定 的 . 
本 章 对 二 维 铺 砌 问题 中 一 特殊 情 襄 的 已 知 结果 作 一 概述 . 


T 关于 岗 灵 机 但 机 问题 ,可 参见 本 译 具 中 人 20 志 纪 者 学 的 五 太 指 导 理 论 ? 的 第 4 
T. AT EPDS R, o g Lie E E A a A E E, PEHE h kE, 1981 年 
iO. .一 译注 
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i 
i 四 
i ' 
E ki: 
EERIE 


R 2 Ek er BL SB 49) iE JZ 

我 们 考虑 的 铺 夸 将 只 限 寺 多 联 骨牌 ,这 里 ,一 个 ~n 联 骨牌 ” 
是 指 取 n 个 相同 的 单位 正方 形 并 把 它们 沿 共 同 边 界 拼接 起 来 而 
得 到 的 任何 连通 图 形 . 于 是 ,不 考虑 方位 ,就 只 有 一 种 单 骨 有 牌 
【 即 这 个 单位 正方 形 本 身 ) 和 一 种 2 联 骨 牌 < 即 多 米 诺 上 骨 脾 ,这 个 
家 族 伞 体 成 员 的 名 称 就 是 由 这 位 祖先 的 名 称 得 来 的 2)， 有 2 种 
不 同 的 3 联 骨 有 牌 ,5 种 不 同 的 4 联 骨牌 ,12 种 $5 联 骨牌 ,35 种 6 联 
骨牌 ,等 等 . 其 中 比较 简单 的 示 于 图 21.3. 我 们 不 把 车 为 镜 象 
CRTR) 的 多 联 骨 上 牌 看 作 同 种 不 同 的 形状 ,) 


O waw O0 
EN gK — WR Py iW 
(RERE ) 


H HH H 
+P Hb 


E H Eo h EP fp 
E Er pop n 


TERR hE 


PEK Bs 


21.3 HRPA ERAM 


T ER E douno 的 音译 ， HIK FERIER. EARRA A H i Ea IF- 
AE REDER , MAHRI di- AR TOEAU 的 意思 , 忆 此 人 们 就 把 这 个 4 看 成 
是 这 样 的 意 忠 ,从而 分 离 出 “尊王 "omino， ,意思 当然 就 尾 * EEEE”. 十 是 就 有 了 
polyomino( EH BË ) .munominaf 单 骨牌 ) 等 名 称 .一 一 详 注 
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a7 


PEKARU AS -— MAU p E RL E APEE SKH PH 
FRA PEI EERE : JERR hb fE HEE- -H HRE 3 a Pr PE iu 8 A BE E 
METIA EA. EK BIB 610 — T S B, aK BB RH] BE 383 47 H Z< 
为 边界 的 无 眼 带 形 区 域 等 等 . {图 21.2 显示 了 是 怎样 用 t 
定 的 多 联 骨 有 牌 来 铺 食 一 个 带 形 人 区域 ,从 而 铺 砌 平面 的 .本 以 设 
移 一 些 限 抽 j 条 件 ,在 铺 弄 中 只 可 以 根据 所 设 的 限制 条 件 对 基本 
图 形 使 用 族 转 和 /或 镜 射 ， 可 以 研究 这 样 的 铺 砌 方式 ,其 中 从 
许 用 两 种 ,三 种 或 者 其 他 数 利 的 不 同形 状 的 铺 夸 ， 人们 可 以 探 
导 这 种 形状 的 铺 砖 ; 册 其 北 个 相同 的 副本 可 以 拼 成 原来 形状 的 
一 个 放大 的 比例 模型 ,或 称 仿 样 (replica) ,如 图 21.4 a. GF 
多 年 以 前 , 即 在 1962 年 ,我 为 这 种 形状 的 铺 硅 杜 所 了 -个 专 站} 
名 词 : 仿 样 铺 砖 (rep-tile).) 


图 21.4 三 种 * 仿 样 铺 伟 ":3 EEA AR 4 联 骨 牌 和 5 联 骨 牌 各 一 

所 有 这 些 问题 都 已 经 得 到 研究， 不 过 , 本 章 首 先 着 重 讨论 
这 样 -个 问题 :在 允许 任意 使 用 旋转 和 镜 射 的 情况 下 , 哪 种 形状 
的 老 联 骨牌 具有 可 以 把 其 基本 疼 形 的 基 个 有 限 数 和 的 本 本 拼 起 
来 形成 一 个 矩形 的 性 质 ,， 这 个 问题 是 富有 挑战 性 的 , 因为 任意 
给 出 - - 块 二 联 珍 牌 ,对 于 形成 一 个 定形 所 可 能 需要 的 剖 本 的 最 
小 数目 ,木林 能 设置 -- 个 推定 的 界限 . 也 没有 -- 个 增长 得 足够 
快 的 关于 n 的 精确 表达 式 , 例 旭 s" 那样 的 ,可 以 保证 当 基 杰 图 
形 的 这 人 么 多 副本 的 所 有 可 能 的 拼 搭 都 检查 完毕 币 流 有 乒 到 什 各 
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本 
Aag 
KAFF, a U: 3 


得 形 时 , MEA 2: tr TE EAE RE E BAME AGREE. 这 些 说 法 
的 根据 名 是 前 面 提 到 的 结果 , 即 一 块 任意 的 多 联 骨 上 牌 是 否 能 铺 
疝 平 面 这 个 一 般 性 问题 中 "计算 不 可 判定 的 "有事 运 的 是 ,在 通 
EOB RRR TE JUT , 答 出 这 问题 的 可 能 性 述 是 很 大 的 (虽然 没 
有 十 分 把 据 ;. 但 是 不 会 有 什么 实验 手册 上 的 更 成 配方 ,也 不 会 
有 什么 操作 手册 上 的 婚 定 程序 ,可 以 用 来 按部就班 地 指明 一 个 
HRPE RR ENE E TREMA AO EEE RKI EE. 而 
EEA ARAE q -版 的 判定 程序 ,这 个 研究 才 如 此 令 
大 感 兴趣 ,如 此 富有 挑战 性 ， 


多 联 骨 上 牌 的 阶 


1968 人 第, 克拉 纳 (avid A. Klamer) #E—IËb £ RE EH p 的 可 
拼 成 一 个 什 形 (人 允许 平移 .旋转 和 镜 射 ) 的 全 等 剖 本 的 最 小 数目 
定义 为 它 的 阶 ， 对 于 那些 不 能 铺 砌 任何 矩形 的 多 联 肯 牌 , 其 阶 
设 有 定义 , …- 换 多 联 肯 牌 当 且 公 妆 它 本 身 和 一 个 定形 时 阶 为 1， 

一 上 块 多 联 肯 有 牌 当 生 仅 当 它 是 “一 个 第 形 的 一 半 ” 时 阶 为 2， 
因为 它 的 两 个 相同 副本 必须 构成 一 个 矩形 . 在 实际 操作 上 ,这 
意味 着 这 两 个 旗本 在 构 成 一 个 矩形 时 互 为 180 旋转 象 . 图 21.5 
显示 了 … 些 例子 . 

不 仔 在 阶 为 3 的 多 联 肯 牌 .【 这 是 出 黄 格 兰 沃 里 克 大 学 的 斯 
EIR an Stewart) 证 明 的 .)》 事实 上 ,能 把 任何 一 个 矩形 划分 
为 一 个 " 良 态 ”几何 图 形 的 三 个 相同 副本 的 唯一 方法 是 把 它 分 
HJA ER LE 21.6) ,而 根据 定义 ,一 个 矩形 的 阶 为 上 . 

能 把 岂 块 相同 的 多 联 骨 牌 组 合 起来 形成 一 个 托 形 的 方法 有 


IE r] [—'] 


图 31.5 一些 2 阶 才 习性 啤 
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图 21.6 能 把 三 个 相同 的 矩形 拼 成 一 个 矩形 的 方法 
各 种 各 样 . 图 21.7 表明 了 一 种 方法 , 它 是 用 一 个 图 形 的 4 个 9 
旋转 象 来 构成 一 个 止 方形 . 

另 一 种 把 4 个 相同 图 形 组 台 起 来 形成 矩形 的 方法 利用 了 这 
EEEH ERIRE: d FARR ,左右 对 称 和 180 旋转 对 称 . 
这 方面 的 一 些 例子 出 现在 图 21.8 中 


E fay e 


图 21.7 ar hR FANERA 


HAEA 


图 21,8 短 形 对 称 下 的 4 阶 奢 联 骨 牌 
还 有 更 复杂 的 4 阶 样式 ,它们 是 克拉 纳 发 现 的 ,其 中 的 两 个 
在 图 21.9 PAR. 
头 于 4 阶 以 上 的 情况 .有 着 一 种 由 区 隆 布 于 1985 年 发 现 的 
系统 构造 方法 , 它 对 每 一 个 正 整数 :都 给 出 了 阶 为 4* 的 例子 . 
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图 21,9 ATEA A A Aade 4 iite 


n=24 ah 
n=28 


图 21.10 MAER” ERARE, EA 2 10,18,24 #1 28 
和 大 们 已 经 知道 了 11 个 关于 小 多 联 骨 牌 的 孤立 例子 ,它们 的 阶 分 
Pi 10,18,24,28,50,76,92,96,138,192 和 312. [175] 
图 21.10 显示 了 阶 为 10 的 孤立 例子 (证 隆 布 ,1966) 种 阶 为 
18,24 及 28 的 孤立 例子 {克拉 纳 ,1969). 
图 21.11 显示 了 阶 为 和 的 例子 , 它 是 由 新 西 兰 达 尼 本 的 马 
散 尔 (William Rex Marshall) 于 1990 年 发 现 的 . 
É] 21.12 显示 陪 阶 为 76 和 92 的 例子 ,它们 都 是 由 达尔 克 
(Karl A. Dahlke) 于 1987 午 发 现 的 . 我 在 “关于 趣味 数学 的 施 特 
伦 斯 3 “全 会 《外 用 时 ,1986) 二 的 讲话 中 提 到 过 这 两 个 癌 


#— 18 


T 施 特 伦 斯 (Eugene Suena), t kk yp 2 TB. RAG, D 32 Tl $E: T [ul = 
PRERA KAE. EA ATA EA 25 E BUJH .区 志和 手稿 .-- -- PEzE 
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W, RARU ETID E TAE EEE T iite 
会 议 的 报道 之 中 . HAA EA dk 3 EE rH, eike e e UI 
HHT- ETTARI. RAH TERA. MRE u RE 
AIH, gk RAE EA A. Fe ki OK uH Rk W epa D Er, 
T-TE 1985 IFIS T. W. Marlow) 发 现 了 ， 

区 21.12 中 那 种 26 阶 7 联 肯 牌 在 铺 婴 它 的 最 小 第 形 时 不 能 
利用 180 旋转 对 称 性 . 图 21.13 中 的 5% 阶 10 联 导 牌 也 是 这 样 ， 
它 所 辅 砌 的 最 小 矩形 (30 x 32) E 135 52 1991 年 发 现 的 . 
1995 FHEUR RHET 192 r 8 联 肯 牌 的 最 小 矩形 (32 x 48) 和 


uru 
ZNP 


Kpa 


图 21.13 -PE 96 Br IU 10 AeA ht 


(E TEQSE EO Ivars Peterson), X EIKER EAN I H Science News) 条 志 数 学 和 物理 方面 
的 专栏 作家 .-… .译注 
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图 2L 44 — 312 PRE 


-176] 138 ET 10 联 骨 牌 的 最 小 托 形 (30 x 46). 它们 将 在 后 面 考虑 . 
最 后 ,图 21.14 显示 了 312 阶 的 例子 (达尔 克 ,1988) .虽然 在 
这 个 情况 中 还 不 能 绝对 肯定 不 会 存在 由 这 种 8 联 骨 牌 的 更 小 数 
L1771 目的 副本 所 构成 的 矩形 ， 
从 未 发 现 有 阶 为 大 于 上 的 奇数 的 多 联 骨牌 ,但 是 存在 这 种 
客 联 骨牌 ( 阶 大 于 3) 的 可 能 性 也 设 有 被 排除 ， 
已 关 的 偶数 春 多 联 崩 牌 除了 阶 为 2.10,18,50 和 138 外 ,其 
他 的 阶 怠 是 4 的 所 有 倍数 , 奇怪 的 是 ,那些 不 是 4 的 倍数 的 偶数 
阶 都 是 8 的 倍数 加 2. 是 不 是 存在 其 他 的 偶数 阶 ,它们 可 能 是 哪 
此 数 ,这 些 仍 不 得 而 知 . 还 没有 已 刘 例 子 的 最 小 偶数 阶 是 6 Er. 
图 21.15 显示 了 一 种 用 一 块 多 联 骨 牌 的 6 个 副本 配 起 来 形成 一 
个 矩形 的 方法 ,但 是 这 抉 多 联 凤 有 牌 ( 如 图 所 示 ) 实际 上 上 阶 为 2. 里 
f#( Michael Reid) 最 近 找 到 了 一 种 6 阶 的 7 联 响 铃 上 (0 -种 用 7 个 


中 原 交 为 heptabolo, 从 diabolo 而 来 . 后 者 指 一 种 玩具 ,类 似 我 国 的 空竹 ,了 岂 称 响 
£S. 与 前 FEF, FEW IE abolo, IIE hepe(-lo) 等 . 便 杜 所 出 -系列 新 词 .-…- 一 译注 
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图 21.15 一 -种 棍 示 -Phoit 2EY 12 CE BR 1 2 W 35 É) 
6 Ë 7 Ku] pp" 有 所 阶 的 务 联 肯 牌 吗 ?) 


全 等 的 直角 等 厢 三 角形 组 成 的 图 拒 ) ,也 显示 在 图 21.15 中 . 
戈 隆 布 的 系统 构造 方法 


长 隆 布 对 4s 阶 多 联 骨 牌 的 构造 方法 当 * = 2 时 给 出 了 它 第 
一 个 新 例子 , 即 …- 种 8 阶 多 联展 牌 . 怎样 拒 8 个 全 等 图 形 配合 也 
来 构成 一 个 矩形 的 基本 铺 而 思想 表示 在 网 21.16 中 . 

虽然 图 21.16 中 所 用 的 图 形 不 是 密 联 骨牌 ,但 这 一 思想 可 
以 用 图 21,17 所 示 的 刘 联 骨牌 来 实现 . (图 21.16 中 所 用 的 图 形 
是 一 种 3 联 响 铃 1) 


图 21.16 由 8 个 全 等 抉 构成 的 ”图 231.17 一 种 8 阶 的 儿 联 峭 牌 
一 个 短 拱 
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EJoUEIHTF TE AL 328 Er. AS HAY 8 Pr ERR Pr ii. Tk 1 PE 1 
178: J HE 21.18 ET SB SKY BE PK. HEDRER + > 1, 这 种 构造 
方法 都 能 产生 一 种 8 阶 的 人 3 产 +6r + 3) KORI i H 30 2& B: h 
179: [Ef BN PB AB S 4802. 
[j yE Sy Ej] ,这 些 多 联 上 骨牌 中 没有 一 种 能 上 共有 小 于 8 的 
BT. 这 让 明 足 这 样 的 :等 先 评 意 到 其 有 这 “条子 的 后 距 ” 才 能 处 
TERRIERE CA, ERER T ERT R S 
电 靳 子 后 上 洪 的 悉 口 区 配 . TE se niw PEERU e thE E an 
市 要 这 多 联 骨 由 的 8 个 副本 ， 


ii | 
m=] 
r=2 È 
=3 
xF EJ > 2 1 1 


| | 1 
| m2 


Eai TARER 8 rak eri l 2 EER Í] 


R EÑ) 


TOLLE 3 
Fi nss 


21,19 fR Tie. 者 在 PET =a = 4s 5 268 pri: 

在 图 21.19 中 ,我 们 看 到 了 -- 种 对 每 个 ; = 1,2,3.4,… 都 能 
构造 一 种 阶 a = 4s 的 多 联 骨 有 牌 的 地 法 . {从 一个 2 x (4s — 2) 的 
甜 形 开始 .我 们 从 一 个 第 上 取 下 =- TEAK, HEE ETES E 
的 角 上 作为 " 鞋 尖 ” ,使 得 到 4 RD £H ) 

图 21.18 所 家 现 的 想法 不 仅 可 用 十 阶 rn = 8 的 情况 ,还 可 用 
于 任何 阶 n = 4s 的 情况 ,从 而 得 到 万 穷 多 神 亏 不 由 伺 的 4; E: Z 
联 守 牌 . 可 把 这 种 构造 方法 推广 为 涉及 两 个 参数 上 Fl. 它 从 :一 
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个 Cr+l)xf2s-Ir+ii 的 定形 开始 ,将 一 个 1x 1 的 正方 形 
从 这 "鞭子 ”的 后 上 沿 取 走 , 成 为 其 斜 对 角 上 的 “ 鞋 尖 ”. (关于 这 
样 得 到 的 图 形 确 实 县 有 阶 n = 4s 的 证 明 类 似 于 对 n = 8 给 出 的 
HERH.) 

现在 读者 可 能 已 经 明白 ,多 联 骨 上 牌 学 家 们 所 玩 的 游戏 是 这 
样 的 :给 出 一 块 多 联 骨 有 牌 , 它 能 铺 砌 贻 ? 难道 它 不 能 铺 砌 ? 最 近 
几 人 年 米 , 每 当 我 公布 一 种 共 铺 砌 能 力 尚未 得 到 确定 的 具体 多 联 
上 骨牌 时 , 刘 有 人 带 着 一 个 不 错 的 计算 机 程序 前 来 ,通常 在 一 年 之 
内 , 便 有 了 一 个 铺 砌 矩形 的 解答 . 这 次 ,我 提出 的 是 一 个 无 穷 的 
光 联 骨牌 族 , 它 的 前 几 个 己 知 能 铺 独 算 形 ,而 且 整 信 族 中 每 四 个 
就 有 一 个 能 铺 磺 矩形 . 你 能 不 能 证 明 其 他 的 一 种 或 所 有 冤 联 肯 
牌 能 铺 砌 矩形 ? 这 个 多 联 骨牌 族 由 图 21.20 例 示 . 两 种 由 马 砍 
水 于 1995 年 发 现 的 最 小 矩形 显示 在 图 21.21 中 . 


图 21.20 多 联 骨 牌 的 励 穷 族 . 每 一 种 银 巷 都 能 铺 而 -个 矩形 吗 ? (每 
个 图 形 下 面 的 数字 是 相应 的 阶 ,如果 它 是 已 知 的 话 .， 
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图 21.21 -PP 192 阶 的 8 联 骨 牌 和 一 种 138 阶 的 10 联 骨牌 


用 多 联 骨 牌 铺 砌 其 他 形状 的 区 域 


现在 我 们 同 到 除 和 所 形 之 外 的 岗 形 的 铺 确 问题 . 如 果 一 块 客 
联 凡 了 牌 没 有 阶 5 也 就 是 说 如 果 它 不 能 鱼 背 任何 抵 形 ), 它 可 能 仍 
然 能 铺 人 砌 整个 平面 .或 者 铺 砌 平面 的 各 种 子 区 域 , 例 如 一 个 无 限 
之 形 或 :个 弯 折 带 形 . 这 样 的 铺 佑 在 图 21,22 中 例 示 ,用 的 分 别 
jE KIE SERRE F JE 5 PERIE N JÉ 5 REIR. 

企图 21.23 B RDAS ETSER RA -TAE 
HRR tiling hierarchy) ( KE fH 1966). — PRESI IDIA 2 2 2 t 
HES GRISE ARRAI E NE, AEREE PT SEQ UE 
的 区 域 . TAE, Fh2Z KE EE B E B B EA (rue catagory} 
KP h a rH be APERAR qe Pk gi y 一 一 也 就 是 说 ,它们 
是 那些 能 铺 砌 矩形 的 多 联 骨 有 牌 . 己 义 具有 成 员 的 “真正 类 型 ”有 
“人知 形 ”、“ 查 折 市 形 ”“ 带 形 ” “本身 ”“ 平 而 ”和 “什么 也 不 能 铺 
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21.22 .X 形 5 卫 甘 牌 铺 而 了 平面 ,了 形 5 联 骨 竹 铺 砌 了 一 个 草 形 ， 
NJE SERES- S P ir JE 


什么 也 不 能 铺 盔 


图 21.23 TARARE IIA E 
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rh. PR 21.24 显示 了 类 型 * 什 么 也 不 能 销 彻 ”中 的 一 个 例子 . 
{ 上述 其 他 类 型 都 已 有 例 ;. 图 21.4 REAA MR TEH 
“KE”. 对 这 分 居 结 构 中 共 他 每 个 位置 ,是 和 否 有 多 联 骨 牌 以 这 
个 位 置 作 为 月 已 所 属 的 "真正 类 型 ” ,还 是 一 个 未 解决 的 问题 ， 


H 21.24  —#h AS BEBBRHJSE IBL 09 E Tg Pr ie. 


图 21.23 PARKERER >< # EEM DL 89. 要 看 出 一 种 
AERE — 25 1 + E BJ 27 8k Pr E Er Boza uj -— TS ER b BEBE— + 
平 首 带 形 ,我 们 首先 注意 到 弯 折 带 形 ( 如 图 21.22 所 示 ) 可 以 被 
“把 套 ” 起 来 去 覆盖 平面 的 一 个 象限 . 证 进入 最 后 一 个 重要 话题 
后 ,我 们 将 显示 等 样 从 弯 折 带 形 走 到 平 直 带 形 ， 

关于 平面 铺 砌 ,最 具 挑 战 性 的 未 解决 问题 涉及 这 样 一 种 图 
形 , 它 能 铺 砌 无 限 的 平面 ,但 只 能 用 韭 周 期 的 方式 . 前 滨 进 率先 
找到 了 一 -个 图 形 的 集合 {但 是 非常 大}, 人们 可 以 无 限量 地 使 用 
这 集合 中 元 素 的 副本 来 铺 砌 这 无 限 的 平面 ,但 只 能 用 非 肝 期 的 
方式 . 他 最 终 把 这 集合 的 太 小 缩减 到 只 有 6 个 元 案 . 彭 罗斯 
(Roger Penrose) 独立 地 发 现 了 -一 个 出 6 个 医 形 组 成 的 集合 , 它 有 具 
有 有 这 种 只 能 用 非 周 期 方式 完成 铺 砌 的 性 质 . 他 最 终 缩 减 到 一 个 
出 催 个 图 形 组 成 的 集合 . 我 相信 和 希 尔 们 特 那 张 各 单 的 2000 年 版 
本 从 人 包括 这 样 一 个 问题 :是 否 存 和 在 -一 个 单一 的 斤 何 图 形 $ ,使 得 
人 们 可 以 用 “ 汪 的 全 等 副本 来 铺 砌 雹 限 的 平面 ,但 只 能 用 非 周期 
的 方式 ? 
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为 了 更 好 地 理解 这 个 问题 ,请 注意 如 果 我 们 考虑 的 是 一 个 
无 限 的 带 形 而 不 是 平面 ,甚至 我 们 允许 使 用 多 种 形状 的 铺 砖 Ba 
么 回答 就 是 否定 的 . 要 明白 这 -一 点 , 考 碟 一 个 水 平 的 带 形 . 然 
后 从 上 边界 上 任意 选取 一 个 铺 砖 顶点 ,并 按 下 述 规 浊 下 出 一 条 
“HEITAR RR”: 如 果 前 面 有 一 条 向 下 的 铺 砖 边 界 , 就 沿 着 它 
ERRA, EE AE. 不 断 执 行 这 种 “向 下 第 一 ,向 右 第 二 ” 
的 策略 . 有 时 候 我 们 蔡 至 可 能 被 迫 围 着 --- 块 铺 砖 的 突出 部 “向 
E” RE” 行进 ,但 是 虽然 我 们 最 终 将 拆 友 这 带 形 的 底 边 . 
于 是 我 们 可 以 很 容易 地 模 据 这 带 形 的 厚度 和 所 用 各 种 铺 砖 的 大 
小 形状 而 得 到 一 个 关于 所 需 " 步 ” 数 的 一 致 上 界 , 这 就 意 昧 着 只 
朵 能 存在 有 限 多 种 形状 不 同 的 曲折 道路 ,因此 -- 定 存在 药 个 不 
闻 的 起 始 顶点 ,它们 给 出 了 形状 相同 的 道路 . 但 是 这 样 一 来 ,如 
持 我 们 以 这 两 条 相同 道路 之 问 的 区 域 为 基本 图 形 取 副本 ,把 这 
些 副 本 首尾 相 接 , 就 得 到 了 这 个 带 形 的 所 期 望 的 疝 期 性 铺 砌 ， 
而 且 我 们 看 到 ,正如 曾 旬 诺 要 证 帅 的 ,能 铺 砌 一 个 查 折 带 形 的 多 
联 骨 肥 也 能 铺 痢 一 个 平 直 带 形 (把 上 面 的 证 明 应 用 于 那 弯 折 党 
形 的 一 条 半 无 限 臂 即 可 ) ,所 且 事实 上 这 和 铺 砌 可 以 是 周期 性 的 . 

什 图 21.25 中 ,我 们 看 到 那 “P 形 5 联 骨 牌 ” 足 怎样 用 来 非 周 
期 地 铺 砌 一 个 象限 的 ,方法 是 对 这 P 了 P 形 5 联 肯 牌 被 分 为 其 本 壬 
的 较 小 仿 样 的 仿 样 铺 夸 剖 分 进行 迭代. 我 们 把 图 形 放 大 ,重复 
这 种 谢 分 ,再 把 图 形 航 大 ,再 重复 这 种 前 分 .“ 最 终 ”, 我 们 就 把 
平面 的 这 第 一 象限 给 填 满 了 . 利用 关于 坐标 轴 的 镜 射 即 可 非 周 
HERRENE. (这 并 没有 解决 前 面 提 到 的 问题 ,因为 这 种 
了 有形 S 联 骨牌 也 能 周期 性 地 铺 砌 平面 . ) 

不 仅 这 种 P 形 5 联 骨 上牌 ,而 且 每 一 种 多 联 骨牌 仿 样 铺 砖 都 
能 销 砌 一 个 象限 . 为 证 明 这 点 , 令 是 任意 一 块 多 联 骨 牌 仿 样 
铺 砖 , 邻 RR 是 包含 J 且 其 边 平行 于 J 中 网 格 线 的 最 小 第 形 了 我 


名 注意 这 里 的 最 小 外 拱 与 及 面 所 说 的 不 同 . 译注 
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21.25 ”用 b 形 5 联 肯 牌 的 全 等 央 本 对 .个 象限 的 一 
种 非 周期 仿 样 铺 砖 式 铺 而 

们 首先 证 明 一 条 3 引 盏 :J 必定 覆盖 它 这 个 最 小 祭 形 R 的 四 个 顶 
点 中 的 至 少 一 个 . 假设 不 是 这 样 . 在 图 21.26 中 ,我 们 看 到 一 块 
没有 占据 其 最 小 矩形 任何 一 个 顶点 的 多 联 骨 牌 kK， 考虑 下 的 在 
其 最 小 矩形 底 边 最 左面 的 小 下 方形 , 它 已 用 一 个 星 号 标 出 . 如 
果 K 是 … 块 仿 样 鱼 伟 ,我 们 就 下 以 把 它 分 成 全 等 的 仿 样 ,而且 
我 们 可 以 对 这 个 过 程 进行 奈 代 ,直到 每 块 仿 样 小 得 可 以 放 进 初 
始 网 格 中 的 单单 -个 小 方正 方形 . 到 这 一 步 , 考 虑 天 的 覆盖 了 
小 正方形 * Æ FARRE k. 它 完 全 位 于 那 小 正方 形 之 中 ,并 
填 满 了 小 正方 拒 的 一 个 角 , 因 此 大 显然 占据 了 其 最 小 矩形 的 一 
个 角 . 但 是 这 同样 的 结论 对 环 也 是 成 立 的 

现在 ,知道 了 了 必定 占据 其 最 小 矩形 的 至 少 一 个 角 ,就 把 J 
的 这 样 一 个 角 上 的 正方 形 放 人 平面 第 一 象限 的 左下 角 . 然后 对 
J 进行 仿 样 铺 砖 剖 分 ,再 交大 到 斋 来 的 尺寸 ,不 断 进行 这 种 削 分 
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A 21.26 NIE P Fr l kE HA 31 Sr 

RAR ORR AIRE 21.25 Pi PIE 5 Wa BY 0 SHE Pe, Pr 
到 我 们 把 整个 第 -- 象 限 都 填 满 (我 们 并 不 衡 要 动用 柯 尼 和 希 
(König) 引 理 人 来 断 言 一 个 极限 铺 大 的 存在 . 我 们 这 个 上 方法 是 构 
造 性 的 . 给 出 任意 — Eit 六 ,不 管 它 有 过 天 ,我 们 总 可 以 把 这 
种 对 第 一 象限 的 铺 砌 从 床 点 出 发 明确 地 规定 出 来 ,上 蔬 玛 距离 为 
R 的 地 方 , 而 且 这 种 铺 砌 样式 不 会 随 着 衣 的 增 太 而 发 竺 变化， 
旭 盯 离 原点 最 近 的 了 三 一 次 入 代 中 位 置 苓 移动 ， 这 就 可能 安 对 
这 仿 样 铺 人 在 训 分 迁 代 过 程 采 取 每 进行 m KEEGI- -N 
RARP.) 

KAFF REEM -- ARTATI gaa egea — 4-3E 
HAIE AMA BË SB E h E Pñ tH 8E FB — 4" 22 BE E 
明 ,是 由 长 隆 布 给 出 的 (1966)， 

DHE HER, AR A LATES H a EHESS. EAE PSAE, 
PREGA Heig tkE AEE JEE K okan METE — TA ibia) 
AI TERRIERE ARTIF 3: Ci MuE 1 PER DR M H aT fe a Bg h y HET # 
Bls AT E A E RA CERE K FO H RT 1o81 ERE. —— RE 

ER 25i. tef E- -KIE fE, RA bET ERBBES AERO AO Ao, IPE, 
BETE. AE EKE la S BP BUSSHJPE RAE. AIEA G aE E 
Te :次 迁 代 后 ,原点 处 的 铺 读 栗 方 臣 寺 发 和 了 变化 ! 例 娼 把 这 上 斋 5 联 叔 牌 的 另 - 

TAHR EE DLS Hi DE a P) S EB). D. ILBB RAE A 3: P Tek. 
Bat ARRIR 伺 是 一 块 伤 样 销 读 在 原点 处 的 不 同方 位 具有 有 限 多 种 . 
趣 此 必定 存在 -- 个 由 整数 m ,使 得 好 经过 m WO YKI. UE 8 Wed LA T EEA 
Fe. AYU TOKO SB Py A. 一 译注 
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ht 
Ea 
an 


E 
mE 


: 


B 21.27 DA Wr Eh E A B LR uJ 8 G. BE FH 3 BB zb 
E i, (EEA RETIE: HEP APE RIE 

iii, DAF maik A R a T m. RRETA 

招 的 肉 容 ,要 亲 的 问题 自然 已, 是否 存在 用 多 联 骨 牌 作出 的 "不 

nB a" SATH. 当 独 最 好 的 结果 号 旭 图 21.2?7 所 未 的 那个 

由 三 个 图 形 组 成 的 集合 , 这 个 集合 能 用 求 铺 而 平面 ,但 总 不能 
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HEERA. GATRA E 2 EH 52 P py, AE, 
这 是 从 人 安 坚 (Robert Ammann) 的 一 个 铺 砌 集 谷 得 来 的 . ) 38 32 MI 
的 抒 周 期 性 铺 砌 偿 网 * 淮 晶体 (quasiemstal) 有 着 联系 ,后 者 近 
年 来 引起 化 学 家 的 很 大 兴趣 . 

某 些 " 块 ” 集合 能 铺 历 平面 ,但 不 能 作出 周期 性 铺 厦 . 有 关 
RI UEHBEELE KAAL IL, 10] 的 第 10 章 ), 曾 且 无 疑 超出 了 希 尔 
伯 特 曾经 仔细 思考 过 的 范 膨 . 但 是 希 尔 们 特 把 一 个 关于 铺 砌 和 
填 装 的 问题 包括 进 他 郑 张 著名 的 名 单 之 中 ,可 见 他 洞察 力 之 深 
2. 这 是 一 个 对 业余 爱好 者 来 说 可 以 涉足 的 课题 ,但 是 它 离 数 
学 的 心脏 又 是 如 此 之 近 , 而 和 且 不 断 趾 提供 着 似乎 无 穷 无 尽 的 何 
g k EE |P] ERES AAEL SARA. 


注 记 REMA ETEEN AERAR OER)? 
( Polyomino — Revised Edition , Princeton University Prese, 1994) 的 
第 8 章 . AELS WK Fr R ( 25 — BIN Yi Polyomino Scribner's 
Sons, 1965) 内 容 所 增加 的 新 的 一 章 . 
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问题 与 模式 


设 $ 是 - -个 非 负 整数 的 有 限 集合 ,我 们 定义 mexi St 为 不 是 
S 中 元 素 的 最 小 非 负 整数 ，(mex 是 minimum-exclude( 最 小 排除 ) 
的 缩 吾 ( 见 伯 剩 拒 普 , 康 书 和 某 伊 的 4 取胜 之 道 》).) 

正面 所 说 的 :二 维 阵列 4 ,假设 可 以 无 限 地 延伸 出 去 ,并 满足 
下 述 这 个 条 件 : 

(=) PITJA ta, = mex] Sj}, 其 中 Ss 是 由 第 i 行 
中 位 于 该 元 素 左 面 的 和 第 ) 列 中 位 于 该 元 素 上 面 的 元 素 所 组 成 
的 集合 ， 

问题 ”第 777 行 第 t001 列 的 元 素 是 什么 ? 

(当然 ,我们 实际 上 是 里 求 给 出 一 个 关于 第 i 行 第 j P| Z K 
的 精确 表达 式 .) 


显然 有 一 个 且 只 有 一 个 阵列 满足 (* ) ,具体 过 说 ,aw 必定 

HE JA RIUS an 和 6 为 1 等 等 . 而 日 我 们 看 到 ,在 构建 这 个 

短 阵 的 过 程 中 , 那 - 行 行 {或 以 共 他 任何 方式 ) 出 现 的 元 案 , 每 

一 个 郁 被 强迫 就 位 ”， 只 要 你 愿意 ,你 可 以 不 用 求助 寺 计 算 机 
PRIMILE PK IB JR e. 这 里 以 及 下 河 其 他 地 方 , 我 们 

iis9 FEITUR MEIRE AMA OJR. 后 来 出 更 的 情况 令 人 十 分 意外 . 
确实 难以 得 像 ,如果 不 进行 这 种 预备 性 的 试验 ,人 们 怎么 能 猜 出 
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有 美的 结果 . 表 22.1 足 这 个 阵列 的 -部 分 . 


9 10 H 12 13 14 15 16 17 IÑ 


12345678 
103285354769 8 1 19 13 12 15 14 17 16 19 
2 A 0 1 6 7 4 5101 8 91415 1 13 18 
3 2 10765 41NliD 9 815 i4 I3 l2 
A 5 6 7 0 1 2 31213 1415 8 31011 
5 4 7 6 l 0 3 21312 1514 9 g110 
6 7 5 4 2 3 Ü 11415 1213101 8 9 
7 6 4 5 3 2 | 01514 13 12 H iD 9 8 
R 9101112 13 415 0 1 234567 
9 Ñ H 1013 1215 4 10 3 2 5 4 7 6 
IO I 8 9141512133 2 3 0 1 6 7 4 5 
IE 0 9 815 14 1312 3 2 I 0 7 6 5 4 
I2 13 1415 R 9101 4 5 6 7 0 12 3 

13 12 1514 9 8H 10 5 4 7 6 1 5 3 2 
i4 15 12 13 10 H 8967 452301 
15 14 13 12 n10 9 8 7 6 5 4 3 2 i O 
16 17 18 
1718 

R 22.1 


这 里 正和 在 发 生 什 么 ? 22.2 A PERE 2 e f ETE 
生 的 事情 . 

RÜNT , ap 必定 为 0,ag 和 aw 1, Am au VO Q 
刘 采 我 们 把 这 2 x 2 ERAH Au ,那么 我 们 看 到 ,4i AA F 
PIARA An 和 An METE A ARTER EMME 2 而 得 3 
HJ, A» ME An AARE RR. 我 们 再 在 有 了 -一 个 4 x 
4 ERE Aa. 要 得 到 Ay 下 谭 和 右面 的 4 x 4 ER, JEJE 4 加 到 
Aa 的 元 素 上， 然后 把 Au 在 对 角 线 工 复制 出 来 ,这 就 给 出 了 一- 
个 8 x8 阵 列 . 绯 续 用 这 种 方式 , 系 得 到 -个 16x 后 阵列 , 依 此 
类 推 . 至 此 , 它 的 一 般 构造 已 经 灾 得 很 清晰 
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0 1 2 34 5 6 7|8 9 19 11 1213 14 15|16 17 18 
1 0 3 2| s 4 7 6l9 8 1 10 13 12 15 14|I7 16 19 
2 3 0 Il6 7 4 501 8 9 14 15 12 13/18 

3 2 1 07 6 5 41510 9 8 15 1413 D! 

3 5 6 70 1 2 312 3 ta 15 8 9 10 H| 
5 4 7 61 0 3 2413 2 15 9 811 10| 

& 7 4 5|2 3 1 D01415 D 13101 8 9 

7 6 5 43 2 tepsi gium s 8: 

$ 98.10112 3 14 150 1 2 3 4 5 6 7 

9 8 1013421435 4 1 0 32 5 4 7 6! 

IO 11 8 1415 1213,2 3 01674 5 

H 10 9 81is 14 J312 3 2 1 0 7 6 5 4| 
121314138910I4567012 3! 

13 12 15 14 9 811400 5 4 7 6 1 0 3 2i 

J4 15 12 13 10 11 8 96745230 ! 
J5 i£ 13 12 11 10 9 8/7 6 S 4 53 2 1 O| 

16 17 18 

17 18 — 

表 22.2 


这 个 阵列 那 不 同 凡响 的 特征 就 十 ,2 55 3 fE k HI u y ë £ 
没有 预料 到 的 作用 . RIE * ) 中 根本 没有 什么 东西 本 以 引导 和 
们 想到 这 一 -点 . 不 过 ,既然 已 经 把 它 指 出 来 了 ,那么 我 们 白 然 改 
把 整数 用 二 进 制 记号 写 出 ,到 这 一 步 ,秘密 就 被 所 开 了 , 表 22.3 
足 这 个 陈列 的 开关 部分- 


0 1 10 11 I00 10) HỌ Hl 10 
l 0 11 lÜ 101 100 HI 110 101 
IG 11 0 l 110 111 100 101 1010 
11 10 | 0 lll ilọ to 100 1011 
0 IO HO 111 5 1 10 
表 22.3 
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定义 。” 设 i 和 j 都 是 整数 ,我 们 把 它们 的 二 进 制 展开 看 作 
Z, 上 的 向 量 . 如 果 一 个 整数 上 的 二 进 制 展 计 是 i 与 j 的 向 量 和 ， 
那么 我 们 就 称 开 为 了 与 了 的 nimm M.T k = ipj A, uE 
仅 当 上 或 7 的 第 r 位 数字 为 1 但 不 都 为 1 时 ,上 :的 第 r 位 数字 为 1， 

我 们 采用 A 的 行 和 列 从 0 开始 而 不 是 从 工 开始 标记 的 约 
定 ， 才 是 这 故事 如 下 : 

定理 4 中 的 gj 就 是 中 让， 

这 个 定理 的 -一 个 有 趣 的 推论 是 ,4 是 非 负 整数 上 一 个 阿 由 
尔 群 的 莱 法 表 , 这 是 因为 nim 和 和 把 一 个 整数 的 n 位 二 进 制 展 开 
EHB J] n 维 向 量 空 间 的 一 个 琵 素 来 处 理 . 人 们 可 以 验证 A 
的 元 素 满 足 结 合 律 . 

表 22.1 ~ 表 22.3 为 我 们 定理 的 正确 性 提供 了 非常 令 人 信 
服 的 "证 据 ”, 但 是 下 面 这 个 证 明 恶 伯 志 不 是 完全 平凡 的 . 

证 明令 站 了 = n. 我 们 必须 证 明 , 若 mm 小 于 5, 则 或 者 
存在 六 < i 使 得 i' gj = m RETES < 了 使得; p P = m. 

如 果 d 是 一 个 被 看 作 向 量 的 二 进 制 数 , 则 令 d, 为 它 的 第 
位 数字 (从 右 数 起 ). WES + 是 使 得 m, = n 的 最 大 下 标 . 352. 
mr = 1,m = 0. 这 是 因为 m < n. 因此 不 是 :i 为 1 屿 是 jj 为 1， 
不 妨 没 二 为 1, Sr EE j= 严 的 { 唯 一 ) 二进制 数 启 量 . 
那么 对 天 > fr, 有 i = i Hi e, = 0. Fr i 小 于 i ; TE m = 
ar; TE e; 的 左面 . 

最 初 那个 要 求 找 出 第 777 行 第 1001 列 元 素 的 问题 答案 如 
m? 好 吧 ,我 们 有 


77— 110000100D1 利 
1001 — 1111101001; 所 以 
777 œ 1001 = 0 G 1 1 1 0 0 0 0 0 = 224. 
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评注 ”对 上 维 阵列 的 情况 ,这 个 定理 完好 无 损 ; 具 体 地 说 ， 
C=) RARA R EME s kt’ 工 的 元 素 是 

mex: 对 所 有 的 天 ,在 位 置 人 于 的 元 素 , 其 中 
i < il. 

AAEM Gpo iono) ERRARE i php 
£p ine 

JHI AATRE "nim W? BF EE -AAA n RT 
BJ Nim 游戏 ,其 中 第 k HEA i, 个 棋子 . 熟悉 Nim 游戏 的 人 会 知 
H, MAI i ÉJ nim 和 为 0 时 ,这 个 局 面 对 第 二 位 局 中 人 来 说 
是 必 胜 的 . 一 般 地 ,我们 可 以 拒 ¿ O ipo p in ART Nim 
DERAHE., MRTA EE E r jarh KN A — EHT PRF 
就 能 直到 任何 一 个 更 小 的 值 . 两 堆 的 Nim 当然 是 没有 什么 意思 
的 ,因为 0 全 部 出 现在 整 条 对 第 线 上 ,但 是 3 堆 的 情况 就 不 同 了 ， 
例 妃 有 1 四 2 和 3 = 0. 

大 们 可 以 通过 改 去 集合 5; 的 定义 来 对 那个 最 初 提出 的 间 
题 刨 造 一 些 变化 形式 . -个 有 趣 的 变化 形式 是 把 对 角 线 上 向 后 
的 部 分 包括 进 ,也 就 是 说 ,扩充 S WRR WE o c ¿P < i 
EL -j = -了 的 arr 也 包括 进来 , 对 这 种 情况 ,关于 a; 的 精 
歼 表 述 式 沿 不 得 而 知 ,但 是 有 一 -种 方法 可 以 把 所 有 的 0 找 出 来 . 
这 对 应 在 一 种 2 玲 的 类 Nim 游戏 ,其 中 每 一 步 或 者 像 普 通 Nim 那 
样 在 共 中 一 堆砌 子 中 取 趟 任意 数量 的 棋子 ,或 者 在 两 堆 要 子 中 
PERR EED. 

有 一 种 Nim 的 变化 形式 尚未 得 到 解决 . 它 就 是 普通 的 Nim 
再 加 上 上 游戏 过 程 中 在 许 任 一 位 局 中 人 采用 一 次 "放弃 ”策略 ,但 
有 一 亿 用 了 之 后 , 另 一 位 就 不 能 用 了 ,而且 在 所 有 的 棋子 都 取 完 

192. 后 即使 没有 人 用 过 也 不 能 用 . 同样 ,最 后 取 子 的 局 中 作为 隔 家 . 


t BEPDRRE ACW. A. Wnhoff) P72. HE A PF EA He EE GRh 2 935 1 E., 
一 -评注 


又 一 个 概率 论 悖 论 

RA -个 分 布 岂 知 的 随机 变量 X, EMA -AREFE S Hh g 
束 数 值 ， 例如 ,5 可 以 是 从 1 到 10 的 占 数 . H] p ie x ET putar 
RH D. LXK TRG Fi 的 概率 . 

“PPAR CEAR ES ARTOTT K ed x BSI Sr WU SZ B gS Fe 
— FE Pr: 911 TI Ya. T 寺中 一 过 有 有 某 个 x; EUROK” ` BNE +; 
RA Fl S iM OK PERSE T x. k TO 3] sz BS IF. XTZ E 
BH Iñ a — S Pr RM TK T x. 的 支付 ， 

游戏 Pe 与 上 面相 同 , 只 是 "第 二 大 ”被 “第 站 大 ”所 代替 ， 

PER D, -A ABE, REE k ARO BCE k ARE. 

例子 。” 对 于 序列 (3,7,2,5,1,6,1,5” 9.2... Ba P BJ 
LIPE 5, 这 十 装 为 前 面 怡 有 三 个 等 于 惑 大 王 5 的 观察 值 x,, x。 
FI xa. 

注 记 在 游戏 D A 让 中 ,支付 就 是 xi. 

问题 Æ 2 p'U 等 等 游戏 之 中 , 哪 一 个 对 驱 察 者 来 说 
最 有 利 ? 

回答 ”它们 全 都 -一样 . 

EE Fer 的 支付 的 概率 分 布 与 对 5 的 原 如 分 布 相同 ， 

这 种 说 法 一 看 上 去 伺 与 直觉 相 福 .人们 总 觉得 站 "第 二 大 ” 
上 打赌 应 该 比 在 "第 十 七 太 " 或 "第 二 小 ”上 打赌 更 大利 些 . 

这 个 定理 实质 上 是 概率 论 中 一 个 名 叫 和 合格 纳 托 夫 (Ignatov) 
定理 的 结果 的 高 散 情 况 . 这 个 结果 可 通过 直接 计算 来 证明 . 2 
法 是 在 所 有 观察 信 序 列 的 集合 中 考察 可 能 的 组 合 , 并 在 出 现 的 
二 项 却 系 数 中 注意 发 境 :- 些 恒等式 . 与 此 相反 ,我 提出 一 个 简 
短 的 间接 壕 明 , 它 基 本 上 上 不知 可 计算. 下痢 这 个 非 正式 的 证 明 
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训 以 很 容易 地 被 正式 化 . 它 依 赖 于 1* 的 支付 的 一 个 奇妙 特性 . 

记号 ”给 出 -- 个 观察 值 序列 了 = (x. x... b Z NZ dh 
所 有 大 于 或 等 于 r 的 项 所 组 成 的 子 序 列 . 

术语 ”我 们 将 把 严 的 支付 称 为 无 支付. 

引 理 F$] Z = (xxt) 9 & RAES P 48 EZ, 的 
8 k 3 3 r 55 e oJ k s. 

证 明 MEDRAR ET rR AEREA A k- l 
个 观察 位 大 于 或 等 于 7, 但 这 就 等 于 说 rr 是 2 的 第 上 项 . 最 后 ,> 
必 和 证 是 虽 右 这 种 性 质 的 最 小 数 ,因为 如 果 有 -- 个 更 小 的 这 样 的 
数 , 这 游戏 在 早 些 时 候 就 结束 了 . 硬 

我 们 的 定型 叮 以 直接 从 这 引 理 推出 . 具体 地 说 ,去 的 第 
项 为 的 概率 是 pAD, ,不 为 :的 概率 是 D,,.AD,, mE, WR Z. 
的 第 上 项 不 为 ;, 那么 它 就 大 于 s, 但 是 这 并 没有 给 出 关于 Z... 
的 第 到 项 的 值 的 任何 信息 . 这 样 一 来 , 支付 了 的 概率 就 是 
DiD, Diel DAD )(p = p. 

这 定理 对 游戏 M, 也 成 立 这 一 事实 可 由 对 称 性 推出 . 

不 过 人 们 可 以 说 得 比 这 再 多 一 些 , 给 出 一 个 序列 Z ,假定 
人 们 知道 它 的 2 支付 一 一 比方 说 一 一 是 5, 那 么 据 此 能 推断 出 
关于 3 支付 的 什么 情况 吗 ? 能 推断 出 关于 17 支 何 的 什么 情况 
R? 何 答 是 :什么 也 不 能 推断 出 来 . 换 句 话说 ,给 出 序列 了, 如果 
7 不 等 于 ,那么 ;支付 与 支付 就 是 独立 的 . 这 一 点 仍 由 引 理 得 
出 ,这 引 理 表明 了 支付 (支付 ) 只 取决 于 21 ,2s,… 这 些 序列 的 
第 /项 (第 大 项 ); 但 是 这 些 项 是 独立 的 ,因为 原来 的 观察 是 独立 
的 . 更 一 般 地 说 ,知道 了 任何 有 限 的 值 集 合 下 中 的 支付 ,并 不 能 
给 出 关于 不 在 KERETAS ,这 就 是 独立 的 意思 ， 


和 十 这 司 请 亿 有 点 费解 ,位 看 米 也 没有 其 他 较 简 短 的 表述 方法 . 或 主 用 - -个 式 了 
反而 明确 ;r = mins E S:Z 的 第 4 项 = #1. 一 一 泽 者 注 
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一 个 美妙 的 证 有 明 


在 第 19 瘟 中 , 塞 尔 赖 为 用 最 经 济 的 方式 系 鞋 带 这 个 自然 的 
“日 常生 活 问 题 ” 找 到 了 管 案 . 下 面 这 篇 由 米 休 列 维 奇 (Michal 
Mijsiurewicz) 插 写 的 说 明 性 文章 ,给 出 了 截 尔 顿 结果 的 - -个 变化 
和 扩充， 


为 不 规则 的 鞋子 系 鞋 带 
ÈR - WRF SE (Michal Misiurewicz) 


EA WE E y RI di A rk a FUE f R E + OE 
的 长 度 为 衡量 标准 ) 的 问题 . 让 我 们 回忆 ~ 下 这 个 问题 . 我 们 
有 平面 上 的 2(n + 1) AQ CHEAR Ao, dj," Aas Bos Bit Bp. 
-~ 种 系 带 法 是 指 一 条 道路 Go 一 C1 一 … e Cop ER] CC, 
e, Canali = AoA Ans Bos Bisot, Bal, Co = Ao, Coari = 
Bo WHR AnA p uA 中 的 点 与 集合 ; Bo, Bin, Bai 中 
的 点 在 这 订 道 路 上 交 昔 出 击 . 它 的 长 度 是 CoCil + CC + 
+ (Cy Casa |. 这 是 鞋 带 被 用 到 的 长 度 , 不 包括 松 在 外 面 的 
鞋 带头 和子, 虽然 这 是 系 紧 鞋 骨 所 必需 的 . A am 
度 最 短 的 系 带 法 . 

省 尔 斥 证 明了 标准 系 带 法 :就 是 这 最 短 的 系 带 法 . 这 种 标 
ERNER n 为 奇数 , 则 按 :i B| = A, —> B, — e —= 
Aa- r Ba — À, > B, B41- Bo REF; 
UR n 为 个 数 , 则 按 Ao —> Bi —> As —> Ba >e > B a A, > 
Ba — Ana > — Aa — Ba > A, Bo AEE LA 22.1). 

本 节 胸 目的 是 对 - -个 广 这 得 多 的 结果 给 出 - -个 简短 的 证 
明 . 荐 和 尔 顿 假设 这 些 鞋 眼 排 成 平行 的 两 行 , 相 邻 鞋 眼 之 问 也 是 


T RRMA RRENA. 然而 ,我 想 不 起 有 什么 大 ,不 悄 补 美国 还 是 
WERKEN. Bakk E ERREA Rh. 原 注 
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图 22.1 标 锥 系 恒 法 
等 距 的 . EETA, 存在 常数 ,mw > 0, 使 得 在 等 高 的 水 平 
上 ,有 A = (w,w), B; = (i, 0E 22.2). 这 是 对 现实 情况 
的 一 个 粗糙 的 近似 ( 见 图 22.3. 在 现实 情况 中 , 鞋 眼 之 间 的 "水 
FU EAA ER” WE EE hua a FF 2-8. 甚至 甘于 水 平 线 的 对 
194: 称 性 也 可 能 不 存在 ,特别 是 当 鞋 子 被 穿 昌 了 的 时 候 . 


> O 
w O 
> O 
O 
O 
O 


1195! 图 22.2 PERERA HEA 
我 要 在 一 个 在 来 更 贴近 现实 的 假 商 下 给 出 标准 系 带 法 最 小 
性 的 一 个 证 明 . 这 假设 是 :; 
(1) AHEM k,g Ai A, 和 名 的 直线 都 把 这 鞋 眼 集 合 分 为 
1 和 
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saw ee 


图 22.3 -HA EHRT 


RE i, gS kI It n" EIRE A" BERR 
(或 从 任何 AA" RER J: Pe" R” ED 它们 者 以 自然 顺序 
排列 : 40 (或 再 再， va 

FA l EE iw NERAK p. RERA E F ap 

(2) XHEP i < j Mke 有 

i AB + TAB < I ABI + AB. 

此 大 出 从 i 能 推出 (2) , 取 < jk < 1.38 (1) pQ oe. 
于 是 ,如 列 22.4 所 示 , 鞋 眼 4 和 和 名 位 于 通过 4 和 Bi 的 直线 的 两 
P ,而 藉 眼 4 HB, 位 于 通过 4; LB, 的 直线 的 现 侧 . 办 此 ,线段 
AB, 与 线段 48 HX. 设 D 是 交点 ,那么 杠 据 三 角 不 等 式 ,我 们 


B, 8 


图 22.4 MED 推出 [2) 
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L196 | 


|197. 


得 到 

| ABa + |48| < |AD|+ |DB.| + | AD] + | DB,. 

< [AB] + | ABl; 

所 以 (2) Par. 

我 们 可 以 考虑 一 种 甚至 更 现实 的 模型 ,其 中 鞋 眼 是 三 维 空 
可 中 的 点 . 不 过 , 鞋 带 应 该 系 得 紧 贴 鞋 面 ,因此 ,我 们 可 以 假设 
半 腿 是 蒜 子 帕 面 上 的 点 ,而 距离 应 该 党 着 这 个 曲面 测量 . 
可以 进行 精确 测 基 ,以 验证 在 这 个 模型 中 他 或 她 的 鞋子 是 否 
足 假设 (2)， 但 是 省 常 台 了 曲面 上 与 系 能 带 有 关 的 那 一 片 曲 率 
非常 小 . 这 意味 着 姑 果 我 们 把 这 曲面 看 作 是 -一 片 “ 被 弄 弯 了 的 ” 
平面 ,我 们 不 会 造成 很 大 的 误差 . 把 它 摊 平 ,就 使 我 们 品 到 了 我 
们 原来 的 模型 . 现在 只 要 迅速 一 向, 就 可 以 验证 假设 {1) 是 否 被 
满足 . 

到 了 让 明 本 节 主 要 结果 的 时 候 了 . 

定理 假设 鞋 眼 集合 140， Ar. 7. Ar, Bo, B ,… B) 满 

是 (2), 那 么 和 标准 系 带 法 比 其 他 任何 了 系 带 法 都 要 短 . 


这 个 让 明 的 思想 相当 简单 . 仍 请 参见 图 22.4, 让 我 们 征文 
一 次 “移动 "就 是 把 一 对 线段 AB, MAB, HAB, RAB EE. ni 
-的 问题 是 经 这 样 一 坎 移 动 后 得 到 的 结果 可 能 不 成 为 -- 种 系 带 
法 . 例如 ,如 果 我 们 从 图 22.5 所 示 的 系 带 法 开始 ,进行 一 次 把 线 
段 Aob f An B TRZE AaB 和 A,_18; 的 移动 ,那么 我 们 所 得 
到 的 (图 22.6) 就 不 起 一 种 系 带 法 ， 因此 ,我 们 将 引进 -一 种 比 系 
带 法 更 广泛 的 对 象 ,叫做 季 号 系统 . 在 这 个 更 大 的 门类 中 ,所 有 
的 移动 者 将 是 合法 的 ,而 且 经 过 有 限 次 移动 后 ,我 们 就 到 达 了 对 
点 于 标准 系 带 法 的 系统 ， 
这 些 思想 导致 了 下 而 的 正式 证 基 ， 
EHAR $ L= Go 一 Cieee Con 为 一 种 系 带 
法 ( 见 图 22.5), 则 存在 某 个 庆 使 得 G = A, 我 们 对 2 = 0,1,…， 
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Ë. 


图 22.5 一 种 性 意 鸣 系 带 波 


£ À, Á, 


图 22.6 一次 移动 的 结果 

k- 1,JÁ C D] C; IIB Z X] i = k.k + 1,22. 20 MM Ci, 
[n] C; IIB S A 22.7). 注意 这 个 第 号 系统 满足 下 述 性 质 ， 

(3) 每 个 箭 号 始 于 一 个 “4” 鞋 眼 而 终于 一 个 “ 吾 ” 鞋 腿 ,或 者 
FR. 除了 Aa, Bo 和 A, 外 ,所 有 的 鞋 眼 都 有 一 个 稍 呈 进来 ,一 
个 第 号 出 去 , R 40 和 Bo 各 有 :个 第 号 出 太 而 没有 第 号 进 米 . 
转眼 A, AATA SARMA MoE. 

RIPE — T Bi > RAR 4S PE pk e: H rH 8 = B) £ PF ZA. 
里 然 并 不 是 每 … 个 箭 号 系统 都 米 上 自 一 种 系 带 法 ,但 如 灯 是 这 样 ， 
那么 它 的 长 度 就 等 于 相应 系 带 法 的 长 典 ， 
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围 22.7 Hik 22. s pR RREN FB SS 

证 我 们 把 站 标准 系 带 法 得 来 的 箭 续 系统 称 为 标准 系统 . 我 
们 开明 它 的 长 度 小 于 其 他 任何 满足 (3) 的 箭 呈 系统. 事实 上 ,如 
朱 不 是 这 样 , 绪 么 就 存在 :- 个 满足 13) RGR. g ELAH 
小 长 度 , 但 又 不 是 标准 系统 WRX? k = 0, n - 1,815 A — 
如 :1 Rl B, — Aisi ATE. AH ARAIRE G.. Z s rH D£ E Si t ll 
ETE B. — A, 组成. 这 意味 着 . “就 是 标准 系统 ,一 个 和 矛盾. H 
此 ,我 们 可 以 取 使 得 季 旱 41 一 Bi ,| 和 BT 4 中 至 少 有 一 -个 
不 在 .关中 的 最 小 的 二 我们 可 以 假定 是 B. > A... PEAP. 
Pi, ERETT j a k 【和 某 个 1 e k RR Be > A 
和 B,— Arna EAP. ARH ; < k BHEE F 4, 的 第 号 都 始 
F BWH < k HAAF R, MR SARTA ,所 以 我 们 
有 了 > 天 +1 和 7 > k. WERP- ES n. 一 
Aj FUB, — Ara REZAR E 六 一 4 和 囊 一 本 , 则 新 得 到 的 系 
统 仍 将 满足 (3), 但 是 根据 {2)( 令 站 = k + 12) , 它 的 长 度 将 小 于 


-名 的 长 度 . 一 个 不 盾 . 这 就 完成 了 证 明 . 


DIERE H... — HE 
iTe k - 1. —— FEL 
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3 K nh 8 83 Gr SR 38 R A SE WFE M DN, 

5 39 kg 39 P 8 E £ R 5 P 9 P| R 4. 

yA 3E- 33 E, Pq Aq n k kS EA L WH SR mAAR, 

HR 3 £ 12 E pa BE MK pu pH n T EER X SE S RYE, 

REA HÉA Y x @ i ARIE, 

我 不 得 不 站 上 起身 来 悄悄 池 离 场 ， 

jk A SE 4 0 38 g 2 bl EN pu A @ 8 w 

BALEZA REPERE. 

— É 57 Ep - 3 k 9 S 

EFIRI IZ [n E Py Se Dë H BEAR, REL BH HE, 4 BE 2 H OA 
JP TOE SB ky its fb y 4F 2.29 7 90 L T TERH TIPS E 
得 恕 此 不 耐烦 . 毕竟 , 那 位 博学 的 天 文学 
做 的 开 , 他 在 努力 发 更 事物 是 走样 运行 的 , 然而 ,我 有 一 个 感 
觉 , 即 这 首 诗 会 让 许 多 人 感到 宽慰 ,这 些 人 且 面 对 科学 ,就 变 
IFI ATIE R RAT RERE A ERRIRE R YEK, 
ae RFH JE ( Copernicus ) ff: H AE X FR [H 2 55 #z Bü HJ tB, A< 8i 

E fa 得 个 屠 Z RAMM r. 好 了 ,对 不 起 , 惠 特 党 先 


TORPE Walt Whitman, 1819 ~ 1892) ,车 溃 英国 诗人 人 . 这 首 名 为 4 当 我 听 着 那 位 
KLE RER H When 1 Heard the Learn d Asrnomer BITER T L365 年 ,并 不 是 
全 的 佳作 ，-- -译注 
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生 ,但 是 我 并 不 认为 知道 了 大 体 方 学 的 定律 就 必定 会 在 某 种 感 
情 水 平 上 影响 到 一 个 人 对 夜空 之 美的 反应 能 力 . 事实 上 ,如果 
有 信人 么 影响 的 话 , 那 情况 正好 相 皮 . 在 我 看 来 , 男 一 位 伟大 的 诗 
人 说 得 很 止 确 : 真 即 美 (而 美 即 真 半 一 一 这 是 一 件 对 我 们 大 家 
来 说 都 很 好 的 事 , 诗 人 和 天 文学 家 都 一 样 . 

但 不 管 怎么 说 ,我 要 向 沃尔特 表示 感谢 ,因为 这 首 关于 夜空 
的 许 将 成 为 我 这 次 小 宣讲 的 主题 引文 . 而 这 次 宣讲 本 身 ,除了 
展示 一 些 基本 的 天 文 事实 外 ,还 打算 说 明 几 个 准 哲 学 观点 ,它们 
让 我 思索 了 好 几 年 . 第 一 个 是 数学 就 在 我 们 周围 这 件 事实 . 定 
理 人 量 存 在 ,只 要 我 们 睁 大 眼睛 ,留神 注意 ,就 能 发 现 它们 . 第 
二 个 观点 是 关于 数 的 避免 使 用 . 不 仅 在 数学 家 中 间 .而且 在 -- 
般 人 中 间 , 存 在 着 一 种 试图 把 什么 东西 者 于 以 量化 的 倾向 , 但 
正如 我 过 去 曾 说 明 的 ,有 时 候 引 进 数 会 妨碍 理解 而 不 是 帮助 理 
解 . 因此 ,而 且 惠 特 虹 也 应 当 表 未 感激 ,我 将 不 做 “加 减 乘 除 和 
测量 ”. 最 后 .或 许 我 应 该 在 我 题目 中 的 “数学 "一 词 后 面 放 上 一 - 
个 问号 . 读者 将 要 判定 , 王 面 这 些 讨论 是 数学 还 是 仅 为 常识” 


月 球 


我 们 大 家 都 曾经 "不 时 地 抬头 仰望 " ,并 看 到 一 轮 新 月 当空 
一 位 当代 的 许 人 可能 把 它 的 形状 比 做 前 下 来 的 指甲 ,但 是 在 诗 
意 较 少 的 语言 中 , 它 可 以 被 描写 成 一 个 以 两 条 曲线 为 边界 的 区 
域 ,这 两 条 边界 我 们 称 为 它 的 外 边界 和 内 边界 . 于 是 我 们 的 数 
学 (?) 问 题 就 是 要 求 描写 这 些 边界 . 它们 是 圆 弧 ,是 权 圆 弧 ,还 
是 其 他 什么 ? 在 开始 作 了 几 次 尝试 , 想 引 进 坐 标 之 类 的 东西 而 
发 党 不行 之 后 ,我 画 出 了 这 幅 规 范 的 图 . 我 们 中 许多 人 无 疑 在 


—i.. 


(D kp -RAAI PF A EIA pri (Jobn Keats, 1795 ~ 182 55. HERA. khi tu 
A hit r EA Ode on a Grecian Um) , 原 句 是 * Beauty is tuth, trith beauty” ,但 这 
E g| Aaf E" Truth is beautyl and bemty truth)”. 译注 
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护 章 时 代 看 到 过 这 帐 图 (我 希望 它 不 是 那些 让 老话 尔 特 觉 得 如 
此 令 人 不 安 的 "图 解 " 之 一 ). 我 们 正 从 地 球 上 直 对 看 月 球 看 去 ， 
几 的 或 许 是 … 副 望 氨 镜 . 太阳 在 这 图 形 所 在 平面 背后 的 左下 
方 . 于 外 边界 和 过 边界 记 作 Bo 和 Bi. 


e” r 
z" = 
i p Pai A X 
pi A Fa ee Pa e 
— KW - - 
£ . 
ez” - 


现在 这 故事 很 简单 . 我 们 考虑 月 球 的 两 个 半球 面 . 第 一 个 
ER W-E E, BFR ERR LTA UARA A. 图 中 是 我 们 
直 对 者 它 所 看 到 的 情 彤 . 第 二 个 是 明亮 半球 面 , 即 被 太阳 照 党 
的 那个 . 这 两 个 半球 面 的 迹 , 称 为 月 亮 , 即 我 们 平时 所 见 的 . 

我 们 问题 的 答案 现在 清楚 了 .外 边界 是 一 个 半圆 , 它 的 直 
径 就 是 月 球 的 直 和 从 . 内 边界 是 一个“ 半 椭 图”, 它 的 长 轴 就 是 月 
REH. 这 是 因为 如 图 所 示 , 它 就 是 日 球 “ 半 赤道 ”的 投影 . 
B RIRH o EITA IE? 为 此 我 们 还 需要 一 幅 图 . 

这 幅 图 所 在 的 平 商 由 地 球 .月 球 和 太阴 所 确定 . Ú r 是 月 
球 的 半径 ,8 时 地 球 向 月 球 发 出 的 射线 与 月 球 向 本 阳 发 出 的 射 
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线 之 间 的 夹 角 ,那么 我 们 看 划 , 那 乱 轴 上 由 5 = + cos3 给 出 . 

一 个 有 趣 的 特 弥 情况 就 是 当 8 为 自 骨 时 的 半月 . 在 这 种 情 
ñd F, a 为 地 球 向 月 球 发 出 的 射线 与 地 球 向 太阳 发 出 的 射线 
ZEARKA. 伟大 的 希腊 天 文学 家 埃 拉 托 斯 特 尼 (Eratosthenes) 
利用 这 计算 了 月 球 与 太阳 到 地 球 的 距离 之 比 . 具体 地 说 ,在 一 
个 月 球 和 太阳 部 可 以 被 畴 见 的 时 刻 , 他 测 朋 了 它们 {从 地 球 上 看 
去 的 方位 ) ZERRA a. 于 是 到 太阳 与 月 球 的 距离 之 比 就 是 
cosa. 这 何 非 几 的 大 物 还 能 够 根据 天 文 观察 数据 计算 地 球 的 杏 
径 , 结果 他 的 估算 值 与 我 们 现在 的 估算 值 相差 不 到 五 十 英里 1! 

我 们 要 指出 ,我 们 问题 的 答案 提供 了 一 个 关于 “在 自然 界 中 
实际 存在 的 ”椭圆 的 例子 . 我 棚 知 道 , 除 了 行星 的 轨道 之 外 ,还 
有 没有 其 他 的 椭圆 例子 ” 


太 阳 


既然 我 说 过 我 要 谈 的 是 一 些 关于 夜空 的 事 ,你 可 能 会 纳 问 ， 
怎样 让 太阳 进 人 这 帐 画 面 呢 ? 在 这 一 点 上 我 们 要 离开 大 多 数 人 
的 日 常 经 验 , 除 非 你 正巧 是 一 位 生活 在 北极 圈 以 内 的 人 人 ， 在 那 
种 情况 下 , 自 天 有 许 泌 时 候 太阳 -~ 天 24 小 时 都 在 照 钦 着 . 确实 ， 
我 在 最 近 一 次 去 挪威 的 旅行 中 亲身 体验 了 这 件 事 ,发 现 那 情 其 
真 起 令 人 叹为观止 (我 确信 沃尔特 ' 惠 特 曼 也 会 有 相同 的 反 
应 ). 但 古 它 也 使 我 想到 一 些 问 题 , 纵然 相当 简单 ,但 仍 是 数学 
的 , 或 者 说 它们 趣 数 学 的 吗 ?* 首先 ,我 对 自己 说 ,在 北极 加 外 大 
阳 是 东升 亚 落 ,但 当 太 阳 骂 不 和 天 又 不 落 时 情况 又 怎样 呢 ? 特别 
入, 当 太 阳 位 十 它 的 最 做 点, 妈 最 接近 于 地 平 线 时 , 它 在 罗盘 的 
哪 一 个 方位 上 ?一 个 问题 导致 了 另 一 个 问题 . 我 于 是 又 很 想 知 
道 太 阳 “ 视 轨道 ”的 确切 形状 是 什么 . 当然 ,这 个 问题 需要 淮 确 


DER E AERAR BLORA. 但 前 面 说 这 条 内 边界 是 "六 椭圆 " ,内 此 它 的 
短 轴 就 基 " 全 帆 贺 ” S BP : 半 了 .一 :至 证 


一 274 一 


表达 . 让 我 们 这 样 考虑 . 你 站 在 一 个 辐 定 的 地 点 , 携 澡 的 设备 
EHHH, 可 能 还 有 一 副 高 反射 太阳 镜 . 每 时 身世 你 都 让 
东 的 望远镜 正 对 着 太 虽 ,因此 在 一 天 当中 ,望远镜 打出 了 了 鞭 种 样 
子 的 一 个 锥 面 , 并 于 24 小 时 后 周到 了 它 原 来 的 位 置 . 我 们 将 把 
这 詹 面 称 为 太阳 锥 画 . 它 是 -- 种 什么 类 型 的 锥 面 ? 是 贺 的 ? 是 
椭圆 的 ? 如 果 是 圆 的 , 它 的 中 心 在 哪儿 ? ERRA? 

下 闸 这 帆 图 给 出 了 管 案 . 我 们 看 到 的 是 地 于 在 太 划 和 地 轴 
所 决定 的 平面 上 (一 个 点 和 一 条 直线 决定 一 个 平面 ) 的 投影 ， 太 
阳 延 在 水 平方 向 上 的 无 穷 过 处 ， 那 位 博学 的 天 文学 家 ,用 8 < 
汞 (这 是 给 沃尔特 的 一 件 特 赠品 , 以 表明 天文 学 家 们 确实 是 人 
X) , 正 站 在 纬度 上 上 ,时 和 值 “午夜 ", 即 太阳 最 接近 地 平 线 的 时 
刻 ; 那 天 望远镜 , 一 , 正 对 着 太阳 ,而 太阳 位 于 正 北 ， 如 图 上 所 示 ， 
天 文学 家 所 站 处 的 球面 法 线 给 出 了 天 顶 的 方向 ,而 望远镜 与 天 
MAALAA o. 在 得 一 幅 图 上 ,到 正午 的 时 候 , 即 12 小 
时 之 后 ;太阳 位 于 头 项 稍稍 偏 南 ,而 肩 远 锁 与 天 质 方向 之 间 的 来 
角 为 B. 人们 可 以 试 着 粗略 地 郴 出 这 位 天 文学 家 在 这 -天 其 全 
时 间 的 皇 壮 ,但 那 只 能 起 到 把 这 幅 图 并 粳 的 作用 ， 
r. I 
和 -一 一 往 太 亲 


qE -~ 往往 太阳 


— ~ (ERM 
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上 而 这 幅 图 显示 了 在 -一 个 共 中 太阳 国定 不 动 的 坐标 系统 中 

所 实际 发 生 的 情况 . 现在 我 们 的 问题 要 把 这 种 情况 转移 到 这 样 
一 个 系统 中 来 描述 ,其 中 这 位 前 哥 白 尼 时 代 的 天 文学 家 固定 不 
动 而 太阳 在 做 着 送 动 . 显然 ,唯一 有 关系 的 是 太阳 方位 与 观察 
者 所 站 人 外 的 地 球 法 线 之 辕 的 来 角 . 让 我 们 想 定 这 位 观察 者 停留 
在 原 地 并 面向 北方 ,就 像 我 们 图 中 土 部 的 那 两 个 人 形 . 同样 显 
然 的 是 那 太 阳 锥 面 完全 由 遇 个 参数 所 让 定 : 一 个 是 纬度 ,或 更 方 
使 于 使 用 的 余 纬 $ 了 了 , 即 天 文学 家 所 站 的 地 上 方 ;第 二 个 ,地 球 的 
“ 侨 和 痢 ” 角 , 邵 地 轴 与 地 球 到 太阴 的 连 线 所 成 的 角 s. MERS 
EH KFH a 就 是 s+, 而 角 8 就 起 gs -$, 所 以 那 欠 耐 的 生 
成 元 与 邮 轴 所 成 的 角 就 征 (a + 8)/2 = =. 这 幅 图 现在 道明 了 
真情 . 在 太阳 国定 不 动 的 描述 系统 中 , 那 2 - 铁 面 连同 观察 省 
围绕 着 地 轴 旋 转 . 在 观 察 者 固定 不 动 的 描述 系统 中 ,是 那 a - 
锥 面 做 着 围 禾 观察 者 的 旋转 ,正如 这 医 中 虚线 所 志明 的 那样 全. 


TH TEERAA. 实际 和 .前 而 所 说 的 {并 在 上 图 中 标 出 的 } ZEE g Hle 
第. 显然 条 纬 盈 球面 坐标 中 的 第 二 个 侍 标 . 作者 从 这 里 开始 对 纬度 和 祭 绩 这 两 个 慨 
TMR- — Perk 

全 这 里 把 -- 个 私语 看 成 是 出 - -第 射线 围绕 着 与 其 同一 斑点 的 - 3 E| E D42686 
转 而 形成 的 . 这 条 施 转 的 射线 称 作 生成 五 . 周 定 的 射线 称 作 中 心 射 织 ,这 两 条 射线 
间 的 豆角 称 作 生成 衣 .- .一 评注 

T 虽 热 这 幅 图 景 应 该 说 并 不 复 亲 ,位 作者 如 此 报 述 , 理 角 起 来 冶 必 并 不 是 很 顺 
H 为 此 ,至 痢 试 作 如 下 诠释 :0 在 下 图 中 ,让 省 边 的 那个 小 人 举荐 望 迎 弹 问 右 方 
{太阳 的 方向 } 看 ,而 且 他 的 身 了 应 流沙 着 店 钼 的 话 纯 方向, 这样 ,对 他 烤 说 ,各 是 在 
村 月 头顶 上 酯 项 南 的 太阳 看 . 这 是 在 术 阳 周 定 不 动 的 系统 中 止 千 时 的 情况 . A15 063 
小 大 小室, 这 是 这 一 系统 中 午夜 时 的 情 沉 .12) 很 说 观察 者 辣 定 不 动 , 即 涉 是 地 球 在 : 
白 转 ,而 是 友和 阴 在 围绕 着 地 球 " 公 转 ”. 这 时 图 上 应 只 亨 一 处 有 观察 者 ,他 停 在 原 地 
HERPE A HIE. 我们 设 他 尹 终 站 在 立 边 的 小 人 处 . 午 查 时 其 状态 基 如 二 图 亦 
HEPA. ETRAS ERTA 于 粮 避 过 的 图 中 右边 小 人 关于 地 辆 的 镜 射 对 称 
R. 这 着 因为 太阳 绕 地 球 " 公 转 ”的 周期 为 4 小 时 ,月 "公转 ”平面 与 地 轴 : 垂 直 , 太阳 
12 小 时 之 前 下 查 时 的 万 位 与 需 在 正 汪 :时 的 方 优美 十 地 轴 旺 镇 射 对 称 . T RL IH E 
夯 在 这 帐 图 所 在 平面 上 的 坡 影 (两 条 砚 一 折 点 的 射线 之 同 的 区 城 ? 的 项 角 为 a A, 
从 而 它 的 生成 角 就 是 fa + D2 = s. 而 它 的 质点 邯 观 察 者 所 站 的 位 置 ，- 详 注 
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AMAZ MRA ”大 文学 家 所 看 到 的 太阳 锥 面 , 看 皇 去 就 
是 一 个 以 倾斜 角 = 为 生成 贡 旋 转折 形成 的 锥 面 ,这 个 锥 而 的 中 
心 射 线 沿 着 地 轴 的 方向 ,因此 它 相 对 于 观察 者 的 前 是 $8, 县 观察 
者 的 余 纬 ,或 等 价 地 说 ,这 包 面 的 中心 射 线 与 地 平 线 所 成 的 角 等 
于 这 观察 者 的 纬度 . 于 中 ,这 锥 面 的 * 半 答 ” 仅 依赖 于 地 球 的 侦 
斜 程度 ,从 而 仪 依 球 于 “季节 ”, 即 地 球 相 对 于 太阳 的 位 置 ; 介 是 
它 与 观察 省 的 位 置 (纬度 ) 无 关 . 而 这 锥 面 的 中 心 仅 依赖 :观察 
者 的 位 置 而 与 季节 -龙头 . 

让 我 们 把 这 稍微 打扮 -下 ,争取 使 它 看 上 去 更 数学 一 些 . 

定理 ”太阳 的 视 轨 庶 是 -一 个 通过 旋转 而 形成 的 锥 面 . 这 
锥 面 的 中 心 由 一 条 与 从 观 肾 者 向 地 平 线 发 出 的 射线 成 前 8 的 射 
线 给 出 ,这 里 多 是 观察 者 的 纬度 . 这 锥 面 的 生成 角 为 ,这 里 - 
是 地 球 向 着 太阳 的 倾斜 前 ， 

请 注意 这 午夜 的 太阳 只 不 过 是 激发 探索 热情 的 动因 ， 这 定 
理 在 一 般 情 况 下 也 是 成 立 的 ,不 管 太阳 是 否 走 到 地 平 线 以 下 . 


f 
中 心 射线 


— — — — — — — — — — — 
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数 学 


或 者 说 这 是 数学 吐 ? 我 们 似乎 回答 了 我 们 所 有 的 站 题 ，| 
旦 这 问题 和 等 案 看 上 二 都 着 数学 的 ,有 靖国 .图 .区 .等 等 ; 位 是 
除了 人 洗 数 儿 幅 图 和 一 点 用 常识 外 ,我 们 又 用 到 了 什么 ? 显然 ,我 
们 要 率 没 有 给 出 过 什么 诸如 对 我 们 结论 的 正式 证 明之 类 的 东 
本 .和 任 细 地 用 3 维 欧 到 空间 中 的 子 集 作 为 各 种 天 文 对 象 的 模型 
来 做 这 些 事 , 大 概 是 可 以 的 , 但 在 我 看 来 ,为 这 样 一 种 方案 付出 
努力 中 不 和 值得 的 . 事实 上 ,一 僻 具 有 足够 兴趣 来 完成 这 样 -- 个 
泪 明 的 该 者 ,9 能 将 不 得 不 把 那些 符号 辑 详 成 我 们 所 讨论 的 声 
hr Ga MURR 这 个 答案 . 
还 请 注意 在 我 们 的 结果 中 完全 不 存在 数 . 这 一 点 可 能 不 那 
么 半分 明显 . 例如 ,人 和 们 可 能 会 把 纬度 看 作 一 个 数 , 但 这 并 不 是 
必须 的 ,而 下 是 走 上 了 牙 途 ,纬度 是 一 个 角 ( 地 球 上 一 个 点 的 旦 
度 是 这 点 上 的 地 球 法 线 与 地 轴 之 间 夹 角 的 余 角 ) M “个 角 不 是 
一 个 数 . 一 个 角 是 从 一 个 公共 点 中 发 的 射 绕 的 -- 个 有 序 对 . FB) 
样 ,一 个 彬 网 的 长 轴 利 短 轴 也 不 是 数 ,它们 是 线段 . 正如 我 以 前 
站 指出 的 , 数 的 概念 从 未 在 欧 几 里 得 的 《几何 原 于 》 出 现 过 ,这 
ERARE. 
iem. PRRI GAS; ER ARE BRS, RANE 
ERARE A PRE E RaR R. 但 是 我 
TIA PEA— HEA, TAAT E -— Së S H B E R a 35 pt 
平 没有 用 处 的 活动 中 得 到 了 一 种 满足 感 . 问题 在 于 我 们 周 困 到 
处 都 会 产生 令 人 惊奇 的 事物 ,但 是 它们 以 各 种 不 同 的 形式 来 到 
我 们 协 前 ,而 如 果 我 们 能 够 向 开心 翌 迎 接 它们 , 那 我 们 就 是 幸福 
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避免 使 用 数 


作为 一 名 数学 家 ,一 件 较为 令 人 肖 责 的 事 就 是 ,除了 职业 科 
学 家 以 外 ,几乎 没有 人 对 这 门 学 科 是 关于 什么 的 或 者 我 们 在 懒 
什么 事 具 有 哪怕 最 模糊 的 理解 . 随便 找 一 个 人 来 , 问 他 数学 的 
中 心 概念 是 什么 ,回答 将 很 可 能 是 数 , 现在 ,我 自己 也 不 知道 数 
学 是 关于 什么 的 (后 面 对 此 还 要 详细 谈 ) ,但 是 我 十 分 肯定 地 认 
为 ,这 个 中 心 概念 不 是 数 . 不 过 ,存在 着 一 个 中 心 概念 , 它 就 是 
证 明 . 下 面 讲 到 的 例子 打算 用 来 说 明 ,. 有 时 候 本 能 地 试图 使 用 
数 的 想法 是 怎样 使 证 明 变 得 更 难 的 . 
数 = F 
# R TREK FEE AS EE, BIHE Pq E a F ia BB E 
豆子 和 多. ARST IRh, EAA ET 8 p TË E pk 
行 了 . 不 错 , 但 是 一 个 不 知道 怎样 计数 的 人 可 能 会 发 现下 面 这 
个 更 为 快捷 的 解决 方法 . 同时 从 两 个 镀 于 中 取 豆 于 ,每 疗 -… 个 
继 子 中 取 一 颗 豆 子 , 在 切 一 个 摧 子 中 也 取 - 一 十, 如 此 上 成 对 地 取 . 
当 其 中 一 个 炙 子 被 有 取 空 了 的 时 候 即 停止 . 
这 个 高 于 式 的 故事 ,(1) 说 明了 “并 行 计算 "的 优点 ,(2) 在 
-种 非常 初等 的 水 平 上 说 明了 通过 一 一 对 应 给 出 的 集合 基数 的 
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J 5. KaR 


稍微 成 熟 一 点 的 是 这 样 一 个 众所周知 的 问题 ,其 中 说 明了 
同样 的 思想 , 给 你 一 瓶 红 葡 萄 酒 和 一 拍 白 葡萄 酒 ,要 你 取 一 调 
获 红 葡萄 酒 ,加 到 种 葡萄 酒 中 ,彻底 混 勺 . 然后 取 一 调 效 这 种 混 
合 酒 ,用 问 到 红 葡 萄 酒 中 . 问题 :是 白 葡 萄 酒 中 的 红 葡 菊 消 多 ， 
还 是 红 葡 萄 酒 中 的 白 葡萄 酒 多 ? {警告 :这 个 问题 本 能 有 破坏 人 
际 关 系 的 作用 ,有 人 会 为 他 的 错误 答案 间 你 发 生 激 询 争论 ,他 
如 ， 你 把 纯 红 葡萄 酒 加 色白 葡萄 酒 中 ,而 把 一 种 混合 酒 加 到 红 
前 萄 酒 中 ,因此 肯定 是 白 葡 萄 酒 中 的 红 前 萄 酒 更 多 .") 

现在 人 们 当然 可 以 用 定量 的 方法 把 它 解 决 , 邻 下 和 时 为 给 
出 的 红 戎 萄 钵 和 白 葡萄 酒 的 体积 (以 某 种 单位 计量 ) , 令 S 为 那 
HEIER. 于 是 不 难得 出 用 员 , 不 利 3$ 所 表示 的 有 基数 量 的 式 
T. 问题 是 这 完全 是 不 必要 的 ,而 且 , 那 御 底 混 多 的 条 件 也 是 一 
种 转移 注意 力 的 花招 . 这 里 是 另 一 个 脚本 . 你 有 …… 满 枉 葡 萄 酒 
{不 管 红 的 白 的 }. 把 其 中 的 一 些 酒 倒 人 大 海 , 等 分钟 ,然后 再 
用 这 稍稍 被 污染 了 的 海水 把 酒 瓶 河 满 . 问题 ;是 大 海中 的 葡萄 
消 守 ,还 是 这 葡萄酒 中 的 ( 纯 ) 海水 多 ? 

答案 :这 两 个 量 相等 . 理由 :三 这 次 实验 结束 的 时 候 , 酒 撼 
中 的 海水 代替 了 原本 在 那儿 的 酒 . 练习 :和 失 失 的 酒 到 哪儿 去 了 ? 

这 个 例子 的 重要 性 在 于 它 不 仅 避 和 免 了 数 ,而 且 人 大 们 本 以 有 
理由 认为 , 它 也 避免 了 件 和 何 类 型 的 数学 . 除了 一 些 常识 外 , 它 什 
么 也 没有 用 到 . 我 们 将 在 下 面 品 到 这 个 问题 . 


定性 几何 


前 面 这 些 问题 以 及 下 面 将 要 讲 到 的 那些 问题 者 是 定性 问 
题 , 李 共 相对 的 是 定量 问题 . 定性 问题 处 理 的 是 像 多 、. 少 .高 . 相 
等 . 低 、 大 、 小 这 样 的 概念 , 而 定量 问题 就 要 把 数 联 系 到 对 人 稼 上 
A. 定性 理论 的 一 个 杰出 的 例子 号 是 欧 几 里 得 的 几何 ,我 领悟 
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到 这 一 点 后 感到 十 分 恢 霖 . 不 要 把 这 同 我 们 现在 所 称 的 邮 种 具 
有 “ 欧 氏 度 旦 ”的 欧 氏 几何 混为一谈 . 在 欧 几 里 得 的 $4 几何 原本 ;» 
中 , 湿 有 度量 ,没有 由 离 的 概念 , 湾 有 一 个 攻 的 大 小 的 慨 合 .不 
找 , 欧 几 里 得 进行 了 对 象 的 加 . 减 和 比较 ,但 是 这 些 对 象 是 线段 
HAER., 而 不 是 它 们 的 长 疙 或 大 小 . 例如 ,这 里 是 三 角 不 等 
TE ENAA ÁA 20 号 命题 

第 2 号 命题 ”在 任何 三 角形 中 ,两 条 边 接 起 来 大于 简 下 的 
MEL. 

下 面 起 欧 几 里 得 的 证明 . 

对 给 出 的 三 角形 ABC. BE. BC 边 负 DP, 使 得 DC 等 于 4C( 这 
里 以 及 其 他 电 方 “等 于 ”要 读 作 "全 等 于 ”). - 


So 


可 HB 

于 是 ,由 于 一 角形 4DC ESEN, f = 和 8 就 相等 (第 5 号 俞 
RM). 而 且 ,z 小 于 ( 汛 作 “被 包含 于 ")y., 亿 是 在 三 角 肛 ABD 中 ， 
y 的 对 边 是 DC + CB ,而 及 的 对 边 是 48. 因此 根据 (前 面 已 证 明 
的 ) 第 19 号 命题 ,DC + CB = AC + CB 大 于 AB. 

一 切 者 是 定性 的 ! 不 过 计 我 们 继续 顺 着 蛛 路 往 回 走 , 第 19 
FREER 18 号 命题 的 逆 命 题 , 它 可 从 第 18 号 命题 讶 楼 得 

第 18 号 命题 “在 任何 三 角形 中 ,大 边 对 大 前 . 


参见 下 图 ,我 们 假设 AB 比 BC K. 
C 
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在 AB FCD PEB BD FRC. 于 是 CBD RSE CAJE. 
Plt fS H8 相等 ! 第 S 号 命题 ). 但 是 : 被 包含 于 y ,从 而 小 于 Y- 
m e ke AJE ADC 的 个 外 角 , 内 此 它 大 于 =. 

这 个 结论 六 用 到 了 

第 16 号 命题 一 个 三 角形 的 外 角 太 于 任何 一 个 内 对 衣 . 


A 
B 
为 证 明 B KE y JEJE A J BC BJ rh pa M , 3ME2F KC 2k 2 AM 到 
六 ,使 得 MD ETAM. 于 是 三 角形 AMC 和 DB 全 等 {( 边 -一 和 一 
[207; 边 ) ,因此 > 等 于 3 ,后 者 被 包含 于 8, 从 而 小 于 8. W 


评注 ”我们 知道 ,网 风 里 得 也 知道 ,有 一 个 强 得 多 的 事实 ， 
即 这 个 外 骨 是 内 对 角 之 和 {第 3 号 合 题 )， 为 什么 欧 几 里 得 会 在 
这 里 甘心 于 这 个 弱 得 多 的 结果 呢 ? 这 理由 当然 是 他 要 在 能 不 用 
平行 公设 就 不 用 的 情况 下 尽 可 能 走 得 这 一 些 . 用 今天 的 语言 ， 
我 们 就 说 下 而 证 明 的 这 三 个 命题 是 锥 对 也 何 的 定理 ,它们 除了 
在 欧 氏 几何 中 上 成立 外 ,在 椭圆 几何 和 又 曲 几 何 中 也 同样 成 立 . 
我 们 又 看 到 了 一 个 例子 , 它 显示 了 2000 年 前 的 几何 那 令 人 惊叹 
的 成 熟 性 . 


E Æ J 


有 两 个 全 等 的 短 形 ,如 下 页 图 左边 所 示 , AEEA E 

T. 问题 :上 上 闸 矩形 覆 善 了 下 而 矩形 的 一 半 以 上 还 是 不 划一 半 ? 

首先 的 -个 冲动 很 可 能 就 是 把 数 带 .上 这 个 舞台 , 即 计算 屠 

两 个 未 被 绪 盖 的 三 角形 的 面积 当然 ,人 们 可 以 这 样 做 ,但 是 ， 

其 从 在 得 到 了 多 少 有 点 厅 乱 的 表达 武后 ,也 根本 看 不 出 来 不 等 

号 应 该 朝 哪 个 方向 . 另 一 方面 ,只 要 稍稍 一 想 , 就 会 想到 画册 如 
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图 右边 所 示 的 那 两 条 直线 ,并 注意 到 有 两 对 全 等 三 角形 . 事实 
上 上 ,人们 其 至 不 一 定 非 要 有 面积 的 概念 才能 提出 这 个 问题 . 我 
们 只 要 同意 这 样 的 说 法 ,如 果 一 个 区 域 " 分 块 全 等 ”于 为 一 个 区 
域 的 一 个 子 集 ,那么 后 -- 个 区域 就 大 于 前 一 个 区 域 . 


不 管 怎么 说 ,数学 是 什么 ? 


经 过 反复 思考 之 后 ， 我 得 出 了 结论 :不 存在 像 数 学 这 样 的 
东西 . 让 我 解释 . 请 再 看 一 下 那个 葡萄 酒 - 海水 问题 . 如 果 人 
miee > 通 当地 "解构 "@， 则 所 有 的 数学 都 消失 了 . 

这 时 还 有 -- 个 著名 的 问题 ,一 点 也 厅 像 是 数学 ……' 或 者 说 
它 是 数学 吗 ? 


从 镜子 说 起 


RAPIE, 为 什么 镜子 把 左右 对 换 , 而 不 把 上 下 其 倒 ? 
这 刀 乎 不 像 一 个 数学 中 的 问题 ,但 如 果 它 不 是 ,那么 它 是 
个 什么 门类 的 问题 呢 ? 物 锂 的 ?光学 的 ? 对 这 个 问题 有 着 一 大 
批 相当 丰富 的 文献 , 俱 是 我 还 得 克 到 一 个 完全 令 人 满意 的 讨论 . 
F 面 是 我 的 看 法 , 


DX K denonstruet, Aia. HTE. HUB 9 DB] deconstnietion, 之" 解构". 或" 拆 
mAH, iH YX h RJ S: 38 F 8 uk L JE PEBEDS E , MA uE ka a K 
EMi pe AAEE. a AR EA FH 译注 
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1. 这 镜子 是 不 相干 的 . 这 种 现象 也 出 现在 其 他 截然 不 同 
的 背景 下 . 在 一 张 薄 纸 上 写 下 几 个 词 , 然 后 把 它 翻 转 过 去 背 着 
你 ,并 把 它 举 起 来 对 着 光 . 那些 词 还 在 那儿 ,但 是 次 序 与 写法 全 
ABT. h FARAR. 这 是 纸 的 奇异 特性 蚂 ? 当然 不 是 . 
这 现象 是 由 你 和 这 个 实验 造成 的 , 当 把 这 张 纸 番 过 来 对 着 光 的 
时 候 , 你 选择 了 让 它 绕 着 垂直 轴 而 不 是 水 平 轴 翻 转 的 方式 . 

2. 我 家 附近 的 理发 店 有 一 个 招牌 ,就 画 在 它 的 玻璃 窗 上 . 
KELES, CERE: 


Hair Cut 


Connection 


但 当 理 发 师 为 我 理发 时 ,我 从 店内 看 去 , 它 是 这 样 的 : 


u23 YiBH 
noijos3rino23 


但 不 是 像 这 样 : 


COUU6Cr[IOUD 


HOH Cn 


怎么 回 事 ? BER Bata r" ,导致 了 这 些 现象 的 发 生 ， 
但 在 这 种 情况 下 ,是 我 自己 移动 了 位 置 而 不 是 玻璃 窗 发 生 移动 . 
当 从 店内 看 这 玻璃 窗 时 ,我 面 对 的 方向 与 我 从 街 上 看 它 时 的 方 
隔 正 好 相反 ,而 我 是 通过 把 自己 绕 状 一 条 和 王 直 轴 番 转 来 实现 这 
种 方向 转换 的 . 如 果 我 启 意 ,并 有 日 具有 足够 良好 的 肌肉 协调 能 
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力 ,我 可 能 会 在 理发 店内 头 朝 下 倒 详 大 面 对 那 破 防 窗 . 在 这 种 
情况 下 , 那 招牌 的 写法 看 起 来 怠 会 像 上 而 最 后 一 幅 图 那样 . 

3. 这 种 镜子 班 象 锌 认为 是 有 述 常 王 的 ,是 因为 镜子 似乎 把 
各 侧面 对 换 而 不 把 上 下 项 倒 . 但 这 不 是 事实 . 我 的 镜子 是 在 我 
臣 宴 的 北 增 上 ,我 的 窗子 是 在 西 载 ,看 出 点 就 是 圣 碟 上 明 西 斯 科 
湾 . 当 我 向 绞 - 广 里 看 时 , 锐 于 中 的 窗子 也 是 寿 镜 于 中 我 围 宣 的 
VIR. 显然 ,这 镜 让 没有 把 东 和 西 对 搁 . 那 为 什么 我 们 被 弄 糊 
涂 了 呢 ? i 

4. 然而 ,你 会 说 ,为 什么 镜子 中 那个 被 我 正 瞧 着 的 家 伙 看 
LERE FRERES B LOMA ETRE). 


间 题 是 这 些 悖 论 是 我 们 自己 制造 的 . RETAANE E 
下 , 左 和 右 是 在 观看 者 的 眼睛 里 . 向 后 .颠倒 也 是 这 样 . 所 有 这 
些 用 黑体 表示 的 词 都 是 相对 于 观察 者 而 定义 的 , 而 东 , 西 , 南 、 
北 、 上 .下 是 客观 的 . 太阳 总 是 从 东边 升 起 ,不 管 我 在 什么 地 方 ， 
但 它 可 能 在 我 的 左边 或 右边 ,前 面 或 后 面 升 起 ,这 依赖 于 我 的 朝 
向 . 这 里 的 雇 误 在 于 混 清 了 相对 的 与 绝对 的 概念 , 混 活 了 “主观 
A'Z- US FRR- PH. 我 说 我 的 镜 射 旬 把 于 表 戴 在 他 
的 右 腕 上 而 不 是 左 躁 上 ,是 因为 如 举 我 要 去 镜子 中 代替 “他 ” ,我 
会 通过 向 后 转 , 脚 保持 站 存 上 池上 而 涉 是 进入 竹 倒 立 状 念 来 第 到 
这 一 点 . 我 们 人 类 ,还 有 其 他 大 多 数 动物 ,都 是 双 侧 对 称 的 . 这 
件 事 使 我 们 觉得 “转身 "的 唯 -自然 的 方式 是 图 着 一 条 诺 直 轴 而 
不 是 水 平 轴 旋 转 ;, 但 事实 上 不 -一定 非 要 按 这 种 方式 不 可 . 

还 是 让 我 们 回 到 所 考虑 的 操 题 . 上 面 这 些 讨 沦 以 什么 方式 
可 以 被 看 作 是 数学 的 ? 我 认为 在 形式 上 和 内 容 上 都 存在 着 某 种 
相似 性 . 基于 形式 ,就 像 在 数学 中 那样 ,我们 坚持 认为 我 们 所 用 
的 词语 有 准确 的 定义 . 关于 内 容 , 那 关键 词 左 和 石 ,就 是 方位 概 
念 的 有 常 表述 ,而 方位 的 概念 在 数学 中 许多 地 方 普 骨 存在 . 

这 里 最 后 的 一 个 例子 ,甚至 离 人 们 道 党 认为 是 数学 的 领域 
TAEL. 我 记得 在 一 本 儿童 科学 图 六 中 读 虽 过 一 件 相 当 呢 然 
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BEFRI: WW TAK E BR i S] EARE. x k EI 5 dt: 
续 贷 道 , 大 脑 通过 某 种 非凡 的 奈 因 不 明 的 技巧 把 它们 设法 回复 
到 正 立 的 状态 . 这 又 是 一 例 混 清 主 客观 的 请 误 . 视网膜 上 的 象 
对 谁 来 度 是 倒立 的 ? 对 某 个 从 外 部 筑 视 我 眼睛 内 部 的 人 . 说 它 
在 我 看 来 是 倒立 的 ,就 推 出 了 这 种 弟 记 的 概念 :我 在 看 我 自己 的 
视网膜 . 

举 这 些 例子 的 目的 剧 了 阐明 数学 与 非 数 学 之 间 的 灰色 区 域 ， 
但 更 重要 的 足 , 是 表明 如 果 我 们 设 能 足够 严密 地 对 词 诸 进 行 分 
术 的 话 ,我们 会 怎样 被 词语 捉弄 并 掉 进 词 语 陷 阱 . 在 我 看 来 , 当 
我 们 试图 定义 数学 时 ,我 们 就 成 了 一 种 类 似 的 间 语 陷阱 的 牺牲 
HH . 

寻找 数学 的 一 个 定义 就 等 于 去 捕 提 鬼 火 . 举例 来 说 ,我 们 
其 全 没有 一 个 天 于 " 绿 " 的 定义 , 我 的 妻子 坚持 说 我 戴 的 这 条 绿 
领带 是 蓝 的 ,而 我 们 两 人 都 没有 办 法 能 证 明 自 己 是 正确 的 . 在 
文人 雅士 这 个 层次 上 ,我 想起 许多 年 以 前 ,在 《纽约 时 报 》( New 
York Times) 的 图 书评 论 栏 中 ,围绕 “历史 是 什么 ”这 个 问题 展开 
了 一 场 咏 上 日 持久 的 辩论 . 学 者 A 说 历史 只 不 过 是 所 发 生 的 每 一 
件 事 ,但 学 者 B 坚持 认为 ,不 , 访 史 只 是 那些 发 生 的 并 使 其 他 事 
情 也 发 生 的 事情 ,或 者 大 意 是 那样 的 话 一 一 争论 无 休 无 正 . 我 
候 这 些 上 事情 例 示 了 我 所 称 的 语言 雇 误 . 我 们 发 明了 像 * 历 史 ”、 
“数学 ”"“ 绿 ”这样 的 词 ,用 来 相互 交流 信息 . 但 是 后 来 我 们 认 
为 :因为 这 些 词 存在 ,它们 一 定 对 应 着 某 种 实际 的 外 界 实体 ; 历 
史 或 数学 的 概念 有 着 它们 自己 的 某 种 存在 物 ,或 许 就 在 上 帝 的 
心中 ,因此 我 们 千 方 尚 计 想 发 现 这 些 事 物 实际 上 是 什么 , 却 寥 记 
子 事实 上 正 是 我 们 ,不 是 “他 "或 “她 ” ,首先 发 明了 它们 

数学 是 什么 ? 我 的 回答 是 不 存在 这 样 的 东西 . 对 于 某 些 事 
物 ,例如 “上 "下 ”“ 左 "“ 右 ”", 有 定义 是 至 关 重 要 的 . 对 其 他 于 
物 , 像 数学 ,寻找 定义 成 了 仅仅 一 种 文字 游戏 , 我 们 不 要 在 这 上 
面 当 费 时 间 
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最 后 还 有 一 个 视点 


这 来 日 一 位 小 种 康 , 她 正在 谍 二 年 级 ,她 对 数学 这 门 课程 的 
SEEDA mF. 照 她 的 说 法 ,她 襄 欢 进位 ,但 无 法 容 钨 借 位 
一 一 这 大 慨 说 明了 一 切 . 通话 完毕 


DEE Over and oat. RA kA mi A .-- -iere 
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一 组 对 象 ,共有 mn 个 , 排 成 一 个 m x n RUR JE REFI, 我 们 
把 位 于 第 ; 行 第 j 列 的 对 象 记 为 (i, 门 . 第 一 位 局 中 人 PT 选取 
PIRG D ,然后 把 所 有 满足 让 Mj pB, 
DEGE, HANAH , AU i H LRR MAHAA 2 Py 
RERE -- 个 东北 “象限 ”. MER CAPA P 从 余下 的 对 
象 中 捡 起 (i,,j,) ,并 取 走 所 有 满足 ; = isj > p AGD. JEE 
又 轮 到 P) 走 , 如 此 继续 下 去 ,直到 所 有 的 对 象 部 被 取 走 ， 走 最 
后 一 着 的 局 路 人 就 足 输 家 . 因此 这 个 游戏 的 日 的 是 追 使 你 的 对 
手 捡 起 (1,1). 

这 个 游戏 有 一 些 平 凡 的 特殊 情况 . 

OLA 在 2x n(m x 2) 的 游戏 中 ,PI 吉 通 过 选取 (2， 
n)((m,2)) 而 获得 上 性 利 . 作 了 这 个 选取 后 , 不管 已 | 怎么 走 ， 
P: 总 是 走 得 留 下 这 样 一 个 “局 面 "; 第 FTD 的 对 象 比 第 二 
行 ( 列 ) 多 一 个 . 读者 将 很 容易 看 出 这 种 走 法 总 是 可 行 的 ,而且 
将 导致 胜利 . 

HL B fE m x m HUFEN, P) 可 道 计 选 取 (2,2) 而 获得 
胜利 . fE 了 这 样 的 选取 后 ,他 就 不断 采取 "对 称 化 " 的 走 法 . 每 
xP 选择 了 (1, 站 ,他 就 选择 (j,1) .如 此 等 等 问 样 ,容易 看 出 

-213] 这 种 专 法 将 导 丛 胜利 . 
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上 上 庙 所 述 的 是 两 种 仅 有 的 已 知 一 般 必 胜 策 略为 如 何 的 情 
H. 然而 ,使 这 个 游戏 令 人 感 兴 趣 的 是 下 面 这 个 定理 . 

定理 。 对 所 有 的 m 和 nn, 这 个 游戏 应 该 总 是 Pr f. 

这 个 事实 的 证 昌 完 全 是 非 和 构造 性 的 ,这 种 情况 在 对 策 论 中 
经 党 出现 ,这 就 是 - -个 典型 . 虽然 它 确 立 了 对 PI 而 言 的 :个 
必 上 性 策略 的 存在 性 ,但 对 找到 这 样 一 个 策略 绝对 没有 用 处 . 下 
面 就 是 这 个 证 明 . 分 两 种 可 能 . 

情况 1 Pi 有 一 个 必 胜 策略 ,其 中 第 一 着 是 选取 ( 严 ,m)， 

情况 2 如果 P I 选取 了 (my,n) ,结果 输 了 ,那么 一 定 存在 
PE ÉS R C G j), EE Pr 获得 了 胜利 . 这 意味 着 ,Pr 走 
了 这 着 之 后 所 造成 的 游戏 局 面 对 接 下 米 要 走 的 局 中 信人 ( 在 这 里 
是 Pi) 来 说 基 一 个 必 败 局 面 . 然而 问题 在 于 ,如 果 Ps 先前 就 
选择 了 {aa, 户 ) 的 话 , 他 本 来 是 可 以 把 这 个 局 面 推 给 P u 的 . H 
Eiio 对 P| 来 说 是 一 个 开局 胜 着 ,于 是 结论 得 证 . 

上 述 证 明 使 人 联想 起 对 这 样 一 个 结论 的 著名 证 明 :在 像 * 连 
城 ”这 样 的 游戏 中 ,Py 椒 可 能 有 必 胜 策略 {例如 ,对 于 尚未 和 解 沁 
的 五 子 棋 对 策 , 这 个 结论 成 立 ， 因为 五 子 棋 就 是 在 -- 张 19 x 19 
的 棋盘 上 玩 的 “连城 " ,但 要 求 五 子 成 … 排 }, 这 个 证 明 如 下 . E 
年 对 这 个 游戏 PT 有 一 个 必 胜 策略 ,那么 就 让 PI 第 一 着 随意 走 
一 步 ,并 在 心中 自 认 他 没有 下 过 这 步 ,在 这 之 后 ,他 按照 Pp 的 
邦 个 假定 存在 的 必 胜 策略 行事 ,这 种 司法 总 是 可 行 的 ,除非 走 
到 茶 --- 步 时 这 个 策略 要 求 他 在 他 最 初 选 择 的 格子 里 走 子 . 在 这 
种 情 总 下 ,他 再 次 随意 地 走 一 着 . 于 是 我 们 看 到 ,这 个 对 Pr E 
定 存 在 的 必 胜 策略 对 P| 癌 样 有 效 ,和 但 是 根据 什么 是 取胜 的 定 
X ,对 局 双方 都 不 可 能 有 必 胜 策略 . KAFET AF. (R 
而 ,请 注意 ,这 里 给 出 的 对 “连城 ”的 证 明 是 一 种 上 反 证 法 ,而 我 们 
那个 定理 的 证 明 却 是 直接 证 法 . 这 就 强调 指出 了 这 样 一 个 有 趣 
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的 事实 :一 个 非 构造 性 的 证 明和 不 : 定 非 用 反 证 法 不 可 六 ) 

可 能 让 大 们 感 兴 趣 的 是 ,Nim 和 我 们 这 个 游戏 (是 出 Cninmy 
WEI Gnome?) 都 是 下 面 这 个 一 般 游 戏 类 的 特 斧 捕 况 : 令 S J 
FERRET. 局 中 人 的 走 法 是 选 拼 S nye ou =. 省 把 大 于 
或 等 于 这 个 元 素 的 所 有 元 紊 都 取 走 , 走 最 后 一 着 的 局 中 人 就 是 
输家 . Nim 对 应 于 5 为 有 限 个 全 序 3 集 的 和 (不 相交 集合 的 并 ) 
的 特殊 情况 . Gnim 就 是 S 为 两 个 全 序 集 的 管 卡 儿 积 的 哺 况 . 对 
Gnim 应 该 总 是 P | 赢 的 证 明 , 辣 样 适用 于 任何 具有 最 类 元 素 的 
集合 5, 例如 任意 多 个 全 序 集 的 第 卡 几 积 . 不 过 ,这 个 证 明 当 然 
不 证 用 于 Nim. 

-上 面 就 是 我 所 敬 担 的 关于 这 个 游戏 的 基本 上 全 部 的 理论 信 
息 ( 我 将 在 结尾 给 出 -… 个 更 为 特别 的 结果 ). 然而 ,在 一 台 计 算 
机 的 帮助 下 ,已 经 获得 了 一 些 相 当 有 趣 的 经 验 性 结果 . 对 3x n 
HIA En = 100 的 情况 所 作 的 全 面 分 析 揭 未 ,在 所 有 这 些 情况 
中 ,PT 只 有 一 个 开局 性 着 , 4 x 5 和 4 x 6 的 游戏 也 是 这 样 。 当 
然 , 还 有 上 面 讨 论 过 的 情况 A 和 情况 B. 


名 译 者 网 为 ,那个 定型 的 让 明 玫 实 凸 也 用 到 了 反 证 法 ,不 过 很 了 腹 项 . AL 2 ru 
该 是 情况 1 的 补 , 作 者 用 “P| 选 联 了 { 下 ,结果 输 了 ”这 种 说 法 表示 情 而 2 不免 
ARE. 严 梅 地 说 .情况 2 应 该 是 :1aP 至 少 有 一 个 必 了 肚 策略 , 担 其 中 的 第 -着 都 不 
FR (m. a). EOP, RADER T Pj 有 必 肚 策略 ,或 {c) Pl1 和 PT 都 投 有 必 
胜 策略 . MOF (c) 可 用 策 梅 党 定理 排除 ;情况 (a) 其 实 不 必 讨 论 ,因为 它 等 于 说 
定理 结论 已 成 并 ;要 排除 的 是 情况 ih}. 但 作者 事实 上 还 是 把 情况 (al BU) E - 
起 讨论 广 . IE F e Db n] te A- EITE Pr 的 一 个 应 着 fj , 它 司 Pr 获得 了 
WFP 祖 寺 于 :如 果 直 情况 (a) ,而 Pi 错 选 im,n). MA Py 有 有 一 个 尾 胜 第 略 . 其 
中 针对 这 种 局 咯 的 走 法 是 也 1. 关 如 冰 是 情况 1b)y MR2 Pu 的 必 胜 策略 中 针对 这 
PERDER i.. FERIT A TAa P fr -个 必 胜 第 略 ， 
EHAE- R ERM a joi TERRE E): 对 十 情况 (hj.Pr 的 这 个 必 胜 策 政 同 
PEHLA PI 所 插 有 .这 就 产 人 符 了 一 个 禾 盾 .其实 , 如 果 明 确 地 梗 用 皮 证 法 , 即 迄 设 
P, RA RERE. MAN Pu 妊 -- 个 必 胜 策略 ,让 明 午 十 分 簿 单 . 一 一 Ei 

T KPEE 的 机 多 ,本 要 见 本 译 其 中 当代 数学 :为 了 人 类 心智 的 荣 钼 》 的 第 
5 章 .…-- 一 译注 
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问题 ”是 不 是 对 所 的 m 和 ,这 开启 胜 着 胡 起 瞧 … 的 ?7214: 


CELEI. ) 


下 图 对 2 < n < 2h 3x n RKA AES. 


x x x x 
x x x x x 
w x >x x x x X x 
2 3 4 
X x x x 
X X X X X x x 
x x x x x > > 
7 
x x x x X x x x x x 
x x< x x X X X X X X X X Xx 


KAXXA X25XX XXX x Xxx x x 


x x x x x x 
x X x x x x x x 
x X x x x x x X X x x 
5 5 
x x x x x 
x x x x x 


x X x X X x x X x x 


8 9 10 
x X X X X x X x X X X X x x 
x X X X X x X X X X X X X X X X 4 x 


XX 002 X X XXX XXX XX X X X 5 y x x 


ii 


显然 , 这 里 存在 着 两 种 让 法 ,一 种 是 第 一 让 愉 在 顶 行 中 
VA”, AP RB MEEA Tp”. 算 下 来 大 约 有 586 
的 走 法 属于 这 第 二 种 ,例如 a = 3,4.,6,8,10,11 AIEG iñ) 42% 
的 走 法 属于 第 -一 种 ,如 a = 2,5,7,9,12. 大 体 上 说 ,“ 哨 ”下 来 的 
长 度 看 求 随 n MAI. 来 实 上 ,对 所 有 的 a = 130. 只 存在 -个 
he]. XP e = 97," 晨 "下 玉 的 尺寸 是 37, 而 对 nn = 88,“ 博 ”下 来 
R TÆ EIEE- LIEU A. 这 样 的 现象 诱导 人 们 


+Í 


Thk 


| BIER IRE We ta B9-— 4-8 E E ES, 
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我 们 以 一 个 猜想 作为 结束 :除非 下 = 2 或 n = 2, 第 一 首选 
"Om, n) 将 不 会 是 胜 看 . 我 们 将 对 m = 3 的 情况 证 明 这 个 猜 

想 , 并 以 此 作为 对 大 们 在 进行 非 构造 性 论证 时 所 用 方法 的 又 一 
| 个 例 示 ， 这 里 需要 用 反 证 法 ， 

首先 注意 到 在 3 x 3 的 游戏 中 取 (3,3) ERE AARO, D 
必 胜 ). 现在 假 涝 对 所 有 不 太 于 元 的 nm, 在 3xn 游戏 中 取 {3,n) 
都 是 由 着 ,十 是 考虑 3 x (n + 1) 的 情况 . 证 明 最 好 用 图 形 给 出 : 


we mi | 


T. — x 


JZ | 图 2 


i 
内 此 P| 一 年 有 - -种 走 法 把 岗 2 ER- -个 必 胜 局 面 . 位 是 很 显 
然 ,选择 任何 满足 了 志趣 的 全 , 门 都 不 会 给 出 一 个 必 胜 局 面 ,四 
为 这 样 将 造成 一 个 本 来 可 以 由 PT 交 给 Pi 的 局 面 ,这 就 同 P 
取 (3 ,元 +1) 将 时 致胜 利 的 假设 发 生 矛 盾 . 于 是 可 能 的 选择 只 
A(1.n + 1) 或 (2,m + OP IH Z: RC, n + HË 


B 


x 
x i | — 


REHA ERR, RE ARA. MARR, a + 1), 则 造成 


xit Pl 是 一 个 必 胜 局 面 ， 


x 


x x Pipa Pn 和 失败， 


x x 


7- l]— 


TREA PHR, A + 1) 和 (2 元 + 1) Ea ARECA, 1) 和 fn 2}. 
EHE 
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f Fo Py 可 以 中 (3,10) ,造成 
x * 
ix x ' 
KEF P | RK, AACE 0L A? x 5 游戏 的 局 面 , 这 
BL e Bu T uFHB. 

RAPRA E. ATIT ARAR yur E E. 
例如 ,对 于 -nn > 4, 选 起 (2,n - 1) 28 2 EE; XT T n > 5, 选 
RG, an — 1) 也 绝 不 会 是 胜 春 ， 而 且 可 以 推测 ,存在 : - 些 一 般 的 
不 等 式 , 它 们 表明 对 于 大 的 砷 形 阵 列 “ 蜡 ”下 来 的 那 口 不 会 太 
小 . 我 估计 要 和 找 出 详细 的 必 胜 策 略 恐 恪 是 币 有 希望 的 ， 

最 后 ,让 我 简单 介绍 一 些 推广 ， 首先 是 多 评 m 或 或 它们 
同时 为 无 穷 大 . 不 过 ,这 些 游戏 相当 平凡 ,因为 (fa)1 x s BV EK AA, 
Æ Pi MARFIL), (b)? x oz 应 该 总 是 PT MOXA RAHET 

- 道 鞭 加 的 练习 题 ] ,fm x @ 2 < m = w B A P | 万， 

内 为 他 可 以 选择 (3,1)0 ,给 Pn 造成 -个 2 x %. 更 让 人 感 兴趣 
的 是 高 维 的 游戏 ,例如 二 维 空间 由 的 mx nxr. 24598. E ali pe 
的 有 限 对 策 都 可 以 在 BA BREJA A h PEt, EY Ai 
不 过 是 枚 举 所 有 可 能 的 策略 . 在 我 看 米 ,真正 的 挑战 是 像 3x 3 
x so E se x % x< wm 这样 的 游戏 ，(2 x m x o 应 该 总 有 是 五 
BA. 为 什么 ?7) 这 些 游戏 属 十 一 个 | 分 有 趣 和 的 游戏 类 , 共 中 的 游 
此 由 有 这 圩 的 性 质 :虽然 游戏 的 每 一 局 在 下 了 有 限 着 以 后 就 会 
结束 ,但 -局 的 可 能 长 度 却 根本 不 存在 上 界 ( 例 如 ,就 像 国 际 象 
HARFE). 特别 古 , 我 不 知道 有 什么 方法 可 以 为 计算 机 编 一 个 程 
序 ,来 解决 像 3 x 3 x om ERGS P) 总 是 启 还 是 应 该 PI Ü JE BA 
AFERI HRE. 

注 记 对 Gnim 的 一 个 描述 出 现在 4 科 学 美国 人 》 上 由 蕊 丁 
如 德 负 主持 的 专栏 中 (Scientifie American 1Januaryt 1973), 


吕 原 六 误 作 届 ,1) .一 一 详 注 
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p.l10—p.111). 和 非 为 对 这 篇 文章 的 回应 ,贝尔 实验 室 的 汤 普 和 酸 

tK. Thompson) PURA BB T “e Be A EE SB M. Becer) 用 计算 机 发 

现 , 仔 在 不 止 一 个 开局 胜 着 的 游戏 . 已 知 最 小 的 例子 为 8 x 10. 

另外 , 大 们 已 经 知道 ., SF (F.Schuh) 在 一 篇 题 为 《除数 的 游 

XE Game of Divisores 2) 的 文章 中 描述 了 一 个 同 构 于 这 个 游戏 的 

数值 游戏 =( 见 《4 数 党 新 杂志 》 了 (CNieuw Tijdschrift voor Wiskunde ) 
-216. 39(1952) ,p.299— p.304). 


呈 原文 误 作 Came of Devisors. MEE. WX I oA AR S fi 22 Bš , SiH 3 Spel 
van Delerz. 一 一 EE i 

D 说 个 游戏 也 很 容易 描述 : 任 取 两 个 不 问 的 素数 p 和 p... ERDER m 
A onih k = 到 由 ,于 是 对 局 双方 轮流 选择 让 的 因数 .每 次 -- 个 ,但 他 次 部 不 训 议 
已 选 因数 的 税 数 . 被 迫 选 择 | 的 就 是 输家 , MA, S p, = ln. bem = m = 2. Y 
= 36. 对 局 过 程 可 以 是 :6,9,4,3,2,1. 容易 证 明 , 这 个 游戏 同 构 于 Cm el) x (n+1 
的 “大 嘴巴 ”一 一 译注 


— 294 一 


= 
= 


引 


i947 年 ,法 种 解 问 了 现 已 十 分 著名 的 吉普 车 问题 .这 个 
问题 讲 的 是 … 辆 吉 是 燃料 时 能 行进 距离 d 的 吉普 车 ,但 是 却 受 
REF- TAERE d ESAE HR. 它 可 以 用 以 下 
新 法 完成 这 作 事 :把 燃料 从 它 的 大 本 营运 送 到 沿途 的 不 同 地 氮 
Ë Qi E , 凡 便 它 在 问 更 远 的 地 方 行进 时 能 够 得 介 烧 料 
补充 . 它 电 人 须 以 尽 可 能 小 的 燃料 基 穿 过 这 片 沙 济 . 

ARAR MTEI I AS E AEA L Aa E F ERRI ESS- DIF 
常 简短 的 推导 , 它 用 到 了 巴 拿 赫 的 一 个 定理 ! 也 是 十分 著 和 名) 

共 次 ,我 们 才思 每天 一 一 比方 说 在 -… -星期 中 - ABT 要 派 - 一 
PE 东 穿 越 涉 漠 的 情况 . 当然 ,既然 对 -- 辆 吉普 车 已 经 找到 
了 最 好 的 行进 过 程 ,人 们 只 要 把 这 个 过 程 重 复 七 次 即 可 . £i, 
我 们 将 证 明 对 七 辆 吉普 车 的 情况 存在 一 种 重 为 节 伦 的 行进 过 
得 , 负 朋 一般 地 说 ,大 们 派 遗 穿越 论 漠 的 吉普 车 越 多 ,平均 每 辆 
吉 丛 车 的 燃料 消耗 就 越 低 ， 这 种 现象 是 经 济 学 家 所 谓 的 “规模 
报酬 递增 ”inereasing relurns to scale PHY- == 个 例子 ,这 是 一个 在 
经 济 学 上 有 着 某 种 重要 性 的 课题 , (这 也 是 这 篇 文章 又 到 了 -- 


JL AA A R BRS E ASEA o E R A A RI A EE i 
o M yA" AEI AJI E ok, -RE 
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poe DF ii et. " be i. 
A ar Aa TAHT SET T E TA 
HA 1 $ ii aT AT, et t USE: MN 
站 


个 题目 的 原因 ,对 此 我 在 这 里 顶 便 表示 款 意 . ) 
问 题 


为 了 把 这 个 问题 形式 化 ,让 我 们 假设 这 辆 吉普 车 其 原点 出 
ARAE x 轴 前 进 . 我 们 把 这 辆 吝 普 车 所 能 承载 的 最 大 燃料 
基 取 作 燃 料 的 单位 ,并 把 这 个 单位 称 作 一 满 箱 (load)j .于 是 距离 
的 单位 就 取 为 这 辆 吉普 车 用 一 满 逢 燃料 所 能 行进 的 距离 . 

图 A2.1 是 一 幅 表 示 二 一 个 典型 的 吉普 村 行程 的 简 疼 . 


x 一 d 


图 A 2.1 

这 条 前 后 摆动 的 路 从 代表 了 这 辆 吉 善 车 的 行进 历程 . 当 
然 , 这 条 路 径 事 实 上 完全 躺 在 * 轴 上 . 把 它 在 垂直 方向 上 拉 开 
只 是 为 了 使 它 看 得 见 . 外 于 我 们 对 单位 量 的 取 法 ,这 条 路 径 的 
长 度 准 确 地 每 于 燃料 的 消耗 量 ， 在 图 中 ,吉普 车 到 达 了 与 原点 
距离 为 的 一 个 点 , 本 来 那个 吉普 车 问题 要 求 的 是 能 让 吉普 车 
到 达 这 个 点 的 最 小 燃料 消耗 量 ( 从 而 最 短 的 路 径 长 度 ). 在 某 科 
程度 上 更 为 方便 的 做 法 是 把 这 个 问题 转 个 向 { 比 如 参见 [3]) , 求 
得 一 个 表示 图 数 a ( fy 的 公式 ,其 中 d( f) 给 出 了 这 辆 吉普 车 用 
满 箱 顽 料 能 够 到 寺 的 最 远 点 .我 们 的 第 一 个 日 标 是 让 央 公 式 


l l ... .1 ; 
A =s l+ 3 +$ + taf 1 (l; 
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zu 
a 
en 


我 们 解答 中 的 关键 思想 是 利用 巴 拿 赫 的 ~ 个 公式 ,这 个 公 
AEX F- - 维 空间 中 曲线 的 路 径 长 度 的 , 【一 维 室 间 中 的 栈 径 
上 长度 通 溃 称 作 全 变 差 ;而 我 们 偏爱 用 这 个 几何 学 术语 是 因为 它 
在 日 前 的 背景 下 更 能 帮助 想像 . ) 为 了 利用 巴 拿 赫 的 公式 ,我 们 
对 区 但 10,d 上 上 的 每 个 点 二 定义 价 函 数 (valance) az) ER 
示 那 辆 凑 普 车 在 行进 过 程 中 到 过 点 x 的 次 煞 . 图 A 2.2 给 出 J 了 
对 应 于 图 A 2.1 中 所 描绘 的 吉普 车 行程 的 价 函 数 图 象 . 严格 地 
说 ,如 末 我 们 多 许 有 十 分 广义 的 路 径 , 那 么 n(x) 在 一 些 点 上 可 

£O K. 但 这 不 会 对 巴 拿 殖 的 公式 产 汪 有 影响, 这 个 公式 是 


1 

IEE = aO). 
8 
7 — _ 
6 站 . + * 
5 * 

nx) 4. 
3 — 
2 * 
l 
0 x 7 
图 A 2.2 


当然 , 巴 拿 轩 并 设 有 头 注 过 吉普 车 . 他 考虑 的 是 -- 个 连续 的 实 

值 映射 x+ = p) ,而 ay) 只 不 过 是 晤 射 到 点 的 点 的 个 数 , 或 
者 说 集合 P) 的 元 素 个 数 . 我 们 闻 样 可 以 这 样 看 这 个 问题 ， 
只 要 我 们 认为 图 A 2.1 中 那 条 来 四 摆动 的 线 是 把 吉普 车位 壮 作 
为 一 一 比方 说 作为 时 间 的 一 个 晤 数 而 描绘 下 来 的 图 象 . 


TARAH AMER EEH A. MEE ARE LERH H TI BE 
Ipin 8 Yahu z. ie , 陈 建 功 以, 人 民 教 育 出 版 福 1958 年 第 2 版 1 的 254 页 ,一 一 译注 
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对 于 “合理 ”的 路 征 , 巴 拿 赫 的 公式 是 显然 的 . Mm 

走出 的 -- 条 合理 路 径 只 有 有 限 多 个 调头 点 人- ARE -条 不 

合理 路 和 从 的 吉普 车 实在 是 很 了 不 起 ). 为 了 证 明 这 个 公式 ,把 
[od] 划分 为 集合 X,, X... 其中 

X, = txl n(x) = kl. 

H FRR fe BJ £T 只 存在 有 限 多 个 非 空 集合 无 ,它们 每 一 
都 是 -- AAS (它们 中 有 - 此 可 能 时 一 旦 孤立 上 
给 成 . 芷 这 个 吉普 车 运 行 的 实例 中 ,这 种 情况 当天 为 偶数 时 发 
Æ. 你 知道 为 什么 吗 ?) 在 无 的 每 个 区 间 . 上 ,恰好 躺 着 吉普 车 路 
FE k Tn). 因此 


MERK = Ik. (X WEE). 


但 是 右边 的 项 正 是 | nt x)dx 的 定义 (注意 这 是 勒 只 格 意 义 下 
而 不 是 歼 扫 意义 下 的 积分 定义 ! 当然 ,对 连续 函数 ,特别 是 对 合 
理 的 函数 来 说 ,这 黄 个 概念 是 等 价 的 . ) RIR. O EAS 
式 对 合理 的 和 不 合理 的 毛 径 同样 成 立 ( 员 然 一 般 的 证 明 相当 复 
茶 ) ,内 此 我 们 对 这 个 吉普 车 问题 的 解答 对 合理 的 和 未 合理 的 二 
普 车 同样 成 立 . 


关于 一 辆 吉普 车 的 解 


现在 我 们 回 到 计算 dC 的 问题 ,并 暂时 假设 /是 一 个 整 
数 . 我 们 希望 确定 这 辆 吉普 车 用 / 满 第 燃料 能 走 多 证 ,对 于 竹 
AANS P EITE, RERE LO, di 上 定义 点 出 xo,xi xj， 
HP xe = 0,xə = d, Mi— REH, x, 是 在 其 右边 的 路 答 总 长 (从 而 
燃料 消耗 量 ) 恰好 为 下 个 单位 的 点 . R, E x 点 形成 了 - -个 
严格 递减 的 序列 ,而且 在 mw: 和 a LARRE- -个 单位 的 路 径 
FE. 我 们 所 调 贤 的 基本 观察 结果 是 下 面 的 


引 理 ] wE x < x,,3É Z 
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niz) > 2k + 1, (2) 


证 明 BERR x 在 x% 的 左边 ,那么 这 辆 吉普 车 在 4 MTT FE 
的 燃料 一 定 多 于 丰满 箱 , 既然 这 辆 吉 器 车 每 次 只 能 承载 一 满 箱 
的 燃料 , 那 各 它 一 冠 至 消 从 左边 经 过 z 点 站 + 工人 演 , TRE LIL Z 
边 经 过 两 次 .其 闻 必 定 要 从 右边 经 过 一 -次 ,对 此 … 定 要 从 丰 边 至 
少 经 过 此 次 于 是 这 辆 吉普 车 一 定 到 过 x 点 至 少 2#+ 1 次 . 这 
正 是 这 条 引 理 的 结论 ， 

现在 我 们 把 巴 拿 赫 的 公式 同 这 个 结果 结合 起 来 ,得 到 

l= rnn 3 x, Z J BPB Te TS EE 


= Ñ n(x)dx= > 2k — 1) (xy, — xp). 


hrt 


因此 x, -oxp < LZ(2k + 1). A 0 #iJ f LRR, H4 


S (x; 一 Xaa) = Jg = y 
L < Ü) 
1 1 (3) 
=d=l+ j + tF; 
AA dO -AER A PRRI ERER 
LARSIN a I RHA TAIR R RAEN. "4 f = 1 时 有 关 的 
式 于 显然 是 正确 的 ,假设 我 们 现在 可 以 使 明 f+ 1 满 箱 的 燃料 . 
TEGIA REJER + 1 满 箱 燃料 带 背 运 到 点 17(2 + 1). 
P£ Sa es iH IT f + LARA y yku A GSE 27 + 工 次 距离 为 
LAZE + L) PAIT. EMEI EE T R- aE El , 恒 下 了 满 箱 
PERTE MACA + 巧 .根据 归纳 法 想 设 ,从 这 一 点 以 后 (CD 式 成 
y. DCK EIN. I HEB. 
对 于 了 不 是 囊 数 的 精 六 ,同类 型 的 证 明 给 出 


5 _ 1 
d = l+ + + oF 1 + a (4) 


其 中 i W Fu f, Jaa f EETBAAR. 换 名 话说 .人 
们 只 要 让 了 的 整数 值 之 间作 线性 插入 . 图 2.3 撒 给 了 ¿(rB 


图 象 ， 

既然 奇 调 种 级 数 是 发 散 的 ,者 么 号 可 以 推出 任意 大 小 的 小 
江都 能 被 守 越 . 

存 找 到 了 刚才 给 出 的 解 管 之 后 ,我 才 知 道 在 , 41 中 也 给 出 
了 一 个 类 似 的 解答 . 我 们 这 里 用 了 巴 拿 灰 公式 ,看 来 这 使 得 证 
明 在 某 种 程度 上 时 为 紧 凌 ,推理 也 更 为 清晰 ,而 昌 , 我 们 不 需要 
事先 假 没 只 有 有 限 多 个 储藏 点 . 至 少 可 以 允许 最 优 和 解 包 售 无穷 
多 个 储藏 点 ,其 至 包含 连续 地 散布 在 - -路 上 的 某 种 莫 稠 性 燃料 ， 

(22 人们 无 疑 能 用 测度 沦 的 术语 表述 出 一 个 非常 广义 的 问题 . 然 

向 ,二 述 论 让 表明 一 一 AES GT ESPIAN 一 一 - 这 种 虑 
为 广义 的 行为 不 可 能 对 燃料 的 消耗 情况 有 任 伸 改善 . 

蔚 离 开 这 辆 孤独 的 吉普 车 之 前 ,我们 来 考虑 要 求 这 辆 吉普 
车 宇 过 沙 蛮 然后 返回 的 情况 . 对 于 这 种 情况 ,有 关 的 证 明 与 前 
面相 同 ,除了 (2) SE hk. 


nix) > 2k + 2. (5) 

令 为 可 能 最 长 的 来 加 路程 ( 即 到 最 远 点 的 路 离 的 两 倍 ) ,我 们 
得 到 了 基 至 更 为 简单 的 公式 

d(f) TETEE t + (6) 


图 A 2.3 
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pss 


与 前 条 一 : 样 , 这 里 的 等 号 是 成 立 的 . 我 们 指出 TEK IB aR 31. 
一 张 来 回 票 比 两 此 单程 标 要 便 笃 得 多 . 事实 了 上 ,把 (人 1) 同 (6) 比 
较 , 我 们 有 


A-Z = 1-2 t 3 ita 


BEELA DOn) = mAAR. 这 样 ,对 于 很 长 的 距离 
来 说 ,一 次 来 回 旅行 相对 于 一 次 单程 旅行 在 燃料 费用 上 的 增加 
EA HURREL E. 
多 辆 吉普 

现在 我 们 转向 m 辆 吉普 车 的 问题 ,我 们 将 计算 函数 二 (让 
它 给 出 了 这 些 吉普 车 全 体能 够 到 达 的 最 远地点 ,条 件 是 它们 有 
了 满 箱 燃料 可 以 共享 , 换 句 话说 ,这 些 吉普 车 所 走路 径 的 长 度 之 
和 不 能 超过 /人 

我 们 从 定义 点 x, 开始 . 就 像 一 辆 吉普 车 的 情况 ,x 是 在 其 
右边 全 体 击 普 车 所 走路 径 长 度 之 和 为 上 的 点 ,然而 ,与 引 理 对 
等 的 引 理 却 稍稍 复杂 一 些 . 


引 理 2 a flO, d] 中 的 任何 点 rnal Z m. 如 时 < 
fm+r(T 站) ,那么 
nlx) > m + 2r + 2. (7) 


证 明 ”第 一 个 结论 只 中 相当 于 所 有 m 辆 吉普 车 都 到 到达 
d 点 这 个 事实 . 关于 不 等 式 (7) ,我 们 知道 必须 要 有 密 于 到 + r 
满 箱 的 燃料 运 到 比 x 点 更 远 的 地 方 , 所 以 这 一 点 一 定 圣 少 从 去 
边 补 经 过 m 详 +r+i 次 .但 是 既然 只 有 严 辆 吉普 车 ,那么 要 做 到 


JA 2341 2 次， 就 -- 定 要 从 右边 经 过 至 少 r+1 次 ,于 


是 总 共 要 经 过 m + 2r + 23k. 
接 下 米 我 们 计算 da. 注意 对 了 < m, 这 个 问题 是 平凡 
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的 ,而 县 了 (站 = mA ATAT), PARER A = m + s. F: 
中 > 0. ÆDE s Kii A BR wE F, EIIE ERE 


. ] I I 
d s! h = | + + - . i 
pe f m. + 2 In + 4 T m + >, 
Zl; l poo l _... ñ — | 

` m+2 m+ 31 om’ 


由 于 从 x # a, RRIEK 3 1, 


1 = B n(x)dzr > mix,- v), XPE < m, 


Yu. 
] = M x ak )dx Z= (m + 2r + (sp — Xarkrtl). 
di 


ELE, k < m, H x- yp = kim, MR) r > 0, 有 
MEET + 2° 
s Bb. Ë <: m- rm Ü =< r= < l] RTE TEELE) TEA i 
等 式 对 | m + š 并 条 二 和 是 正确 的 | 我 们 百 到 可以 把 。 mesli 
箱 燃 料 带 普 运 行刑 点 17(m + 2s + 2), JEE- S We 3789 ç 
+ 1 个 来 回 .然后 让 所 有 m 884 E E aa a EERI. 这 将 用 
控 一 注 箱 人 燃料 ,因此 在 这 点 储 全 了 m + s 满 箱 的 燃料 ,全 而 归纳 
排 理 得 以 通过 , 技 行 这 个 最 优 运行 的 方式 在 多 种 和 多样， 有 … 种 
方式 是 让 其 中 - 辆 产 普 车 来 完成 建立 各 个 储藏 点 的 全 部 上 上 f 
其 他 吉普 车 只 要 在 -路 上 补充 燃料 , 头 也 不 回 地 河 前 行进 . 然 
而 ， 规定 所 有 的 再 吉普车 要 走 同 样 的 路 径 和 直下 可 能 的 ,因为 
ETAHI TT E a AE A FE RER ITIR, IEA E n( x) EMA 
的 点 土 邦 得 被 m 整除 ,出 在 一 次 最 优 的 运行 中 显然 不 会 这 样 . 
我 们 存 后 面 将 回 到 这 一 点 . 
次 记 : 明 关于 报 病 递增 的 结果 ,我 们 要 把 一 辆 肖 普 车 用 一 满 

箱 堪 料 能 走 的 路 离间 m 辆 吉普 车 用 mf 满 箱 燃料 能 走 的 距离 作 
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比较 ,为 此 ,我 们 就 = m(f - 1) 的 情况 把 式 (8) 改写 如 下 : 


df) lt 


k= 


i _ _ lj 
t+ (2f - Dal tm 
其 中 每 个 括号 项 包括 m 个 被 加 项 , 一 共有 /个 插 号 项 . 我 们 也 
可 以 把 式 43) KEA 


dif} =1 + (去 t3 十 … 十 +J: [= +n + se)+ 
` + LO Dn + `` + G in) ， (10) 


其 中 在 每 个 括号 项 中 也 是 有 m 个 被 加 项 . 对 式 (9) 和 式 (10) 就 
括号 项 进行 逐 项 比较 ,就 显示 了 使 用 多 辆 吉普 车 的 优点 . 对 于 
m = 2 的 特殊 情况 ,我 们 得 到 

d,(2/) = d(/) 


-人 
=Í 1 ll 1l L s" + L __ nl 
241273 t475 zf 

于 是 行程 越 长 ,节约 越 大 . 另 一 方面 ,由 于 上 面 桥 号 内 的 项 是 一 
个 收 合 级 数 的 部 分 和 ,结果 是 当 行程 越 来 越 长 时 ,节约 下 来 的 总 
量 仍然 保持 有 界 . 

对 于 来 回 旅行 问题 , 式 子 还 是 比较 简单 . 令 dn R m SS ge 
车 用 /了 满 夭 燃料 所 能 走 的 来 回路 程 , 则 有 


~ l 
d,(mf) = 1 + — + Ñ +" + Pr. (11) 


因此 ,仍然 是 吉普 车 越 多 ,它们 用 同样 数量 燃料 所 能 走 到 的 地 方 
就 越 远 ,或 者 回 到 原来 的 问题 , 走 到 一 个 事先 指定 的 地 点 平均 每 
辆 吉普 车 所 需要 的 燃料 就 越 少 . 但 是 ,增加 吉普 车 数目 而 得 到 
的 利益 有 一 个 极限 ,因为 党 m 趋 近 于 无 穷 大 时 ,一 个 常规 的 计 
— 303 一 


— 


算 (与 | ayx 进行 比较 ) 表明 

lim dn mf) = 1 + Inf. (12) 
所 以 不 管 有 多 少 辆 吉普 车 ,平均 每 辆 吉普 车 用 了 满 箱 燃 料 不 可 
BEERE I + Inf 更 远 , 用 原来 阅 题 的 话说 ,我 们 从 这 极限 式 中 
得 到 

fF= ed (13) 

Atim E 63 883 Er kB 24 BR h A Sa E bu EB hii I SE JP rN F Tr, 
这 正如 大 们 可 能 已 经 预料 到 的 ， 

这 个 多 辆 吉普 千 的 来 回 旅 行 问题 可 以 转述 成 男 一 种 形式 . 
FRETE m 辆 古 辫 夺 ,每 辆 都 要 走 一 个 米 加 ,其实 人 人 们 可 以 
考虑 单单 一 辆 吉普 车 . 它 必 须 在 接连 的 几 天 中 ,上 比方 说 在 m 天 
中 ,每 天 走 : -个 来 回 . 这 里 的 解答 同 m 辆 吉普 车 问题 的 解答 一 
样 , 从 而 燃料 芋 约 明了 世 一 样 , 事实 上 上 ,这 辆 吉普 车 在 第 一 大 中 了 林 
以 把 后 面 几 天 所 需要 的 所 有 储藏 点 都 建立 好 ,人 们 应 该 很 容易 
想到 这 一 点 . 


一 些 总 结 性 的 评注 和 问题 


上 面 最 后 一 段 文字 引出 了 一 个 有 趣 的 问题 . 假设 人 们 并 不 
着 意 于 把 沙漠 来 加 穿越 于 次 ,而 是 决定 投身 于 穿越 沙漠 的 营运 
业务 ,并 且 i 让 划 企 未 来 一 个 长 短 不 确定 的 时 期 肉 每 天 米 回 运行 
一 次 . 那么 人 们 应 该 采用 -~ 种 什么 样 的 例 行 程序 呢 ? 正如 我 们 
刚才 看 到 的 ,每 天 都 腿 例 单 走 一 个 来 回 将 是 不 经 济 的 , 同样 ,把 
计划 m 天 走 m 个 来 回 的 工作 程序 照例 重复 地 执行 ,其 效益 低 于 
计划 m+r 天 走 m+r 个 来 回 的 工作 程序 ,所 以 这 类 周期 性 的 程 
序 根本 不 可 能 是 最 优 的 , 男 一 方面 , 如果 人 人 们 打算 考 虚 非 周期 
性 的 程序 ,那么 就 再 也 搞 不 清楚 一 个 最 优 程序 是 什么 意 刀 了， 
万 论 怎 样 ,要 求 最 好 的 “ 稳 态 ” 例 行 程序 的 问题 看 米 根本 不 会 有 
准确 的 解 管 ,所 以 在 实践 中 人 们 将 不 得 不 满足 于 -个 “几乎 最 
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优 ” 的 例 行 程 序 . 

大 们 还 有 许多 占 普 车 问题 可 以 考虑 . WRR Helmer) 考 
虑 了 一 些 相当 复杂 的 情形 ,其 中 人 们 被 允许 建立 的 储 疙 点 个 数 
是 有 限制 的 ， 要 感受 一 下 这 种 类 型 的 问题 .读者 可 以 考察 要 时 
越 的 沙漠 宽度 为 2 而 途中 只 能 有 3 个 储藏 点 的 问题 . 

一 个 表面 上 看 来 很 简单 的 问题 是 在 沙漠 两 头 都 有 燃料 供应 
的 来 回 旅 行 问 题 , 但 我 必须 不 好 意思 地 坦白 苯 认 ,我 还 不 能 找 出 
解答 . 不 难看 出 ,在 这 和 神情 况 下 人 人们 至 少 避 以 做 到 与 虾 辅 吉 普 
千 御 单 程 旅行 的 情况 “一样 的 程度 ,也是 还 有 可 能 做 得 玩 好 此 ， 
与 许多 最 优化 向 题 一 样 ,这 里 的 困难 在 于 看 来 没有 任何 简单 的 
方法 可 以 判定 … 个 给 出 的 解 是 不 是 最 优 的 , 我 把 这 个 问题 提出 
米 , 和 作为 对 吉普 车 问题 专 租 的 一 个 挑战 . 

我 用 一 些 历史 评注 作为 结束 . 法 轧 的 解 管 发 表 后 不 久 , 非 
普 斯 (Phipps) 得 到 了 同样 的 结果 ,他 的 方法 是 证 明 这 个 单 辆 
寺 普 车 问题 等 价 一 个 护 运 车 队 问 题 一 -车队 中 的 吉普 车 … 
路 问 行 ,并 用 其 中 一 些 午 辆 为 其 他 车 辆 补充 燃料 . 对 这 个 护 运 
车 队 问 题 的 解答 非常 简单 .但 足 这 个 问题 等 价 于 原来 问题 的 证 
明 但 手 不 太 完 整 . 不 过 ,利用 这 个 等 价 性 ,人 们 也 能 容易 地 得 到 
这 里 给 出 的 关于 收益 递增 的 结果 . 最 后 ,许多 人 有 一 种 感觉 , 认 
为 这 个 百 普 车 问题 能 够 用 动态 规划 中 的 函数 方程 法 解决 . 事实 
上 ,这 个 问题 作为 一 道 习 题 出 现在 贝尔 曼 (Bellman) 的 书 路 5， 
但 那里 没有 给 出 答案 , 而 我 也 不 知道 怎样 用 这 种 方法 解决 这 个 
问题 . 


$h 遗 
有 人 同 我 指出 ,如 果 人 们 接受 非 普 斯 的 护 运 车 捧 等 价 性 , 那 
么 束 可 以 用 上 上 动态 规划 方法 (比如 参见 [71)， 然而 ,对 护 运 车 队 
问题 来 说 ,无 论 怎 么 看 解答 都 几乎 是 显然 藤 . 设想 有 了 辆 吉普 车 
到 号 出 发 . 娩 然 除了 藤 后 那 辆 外 ,所 有 的 吉普 千 邦 必须 返回 , 孝 
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么 我 们 就 假定 其 中 f 1 辆 以 2 的 比率 消耗 燃料 ,而 最 后 一 辆 , 即 
那 辆 * 红 白 蓝 "吉普 车 ,将 最 终 完 成 穿越 沙漠 的 任务 , 它 以 1 的 
比率 消耗 燃料 . 这 样 , 这 个 护 运 御 队 出 发 时 以 27 -1 的 比率 消 耕 
燃料 ,并 维持 这 个 比率 直到 一 满 第 燃料 被 消耗 掉 , 此 后 第 一 辆 吉 
普 牛 束 被 进 弃 . 余下 的 车 辆 继续 前 进 , 并 以 27- 3 的 比率 消耗 你 
料 , 如 此 等 等 ， 

我 还 应 该 指出 ,对 于 替 尔 默 的 那个 储藏 点 个 数 被 指定 的 恋 
化 问题 ,动态 规划 看 来 确实 是 一 个 适用 的 工具 . 
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兰 等 国 的 国旗 也 是 用 这 三 种 颜色 . BAA GR" — RAER, MTE 
KERAPA HZ ER "AA SAA L" 等 帘 意 .一 一 译注 
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ES. DES {Armando Machado) 


初等 几何 中 的 一 个 问题 . 这 个 问题 看 
起 来 十 分 幼稚 ,但 是 较为 一 般 的 方法 却 对 它 无 能 为 力 ， 


几 年 前 ,有 人 提出 了 


— jE 


Er 


Ë 


名 ,因为 它 在 数学 圈 里 一 再 被 提 到 . 在 图 A 3.1 中 ,我 们 


+ 


相当 有 


J 
4 


STRIZA H 


角形 ,其 中 = 20p,a = 6,8 


有 一 个 等 腰 
y 和 #6 的 值 ， 


HAJI 
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经 过 较为 常规 的 计算 后 ,我 们 得 天 了 图 中 大 名 数 未 标 出 的 
衣 府 , 伺 是 我 们 所 需要 的 却 一 个 也 没有 ,我 们 得 到 的 缚 论 只 是 
y+ = a+8 = IP. 这 时 我 感到 虽然 这 个 问题 提 得 明确 合 
理 ,但 用 初等 几何 的 方法 您 怕 是 不 能 解决 的 . 于 是 我 用 一 些 三 
和 角 学 知 世 和 一 个 袖珍 计算 兹 来 确定 出 和 3. 令 我 吃惊 的 是 ,这 
些 值 十 分 整齐 ,具体 地 说 ,y = 80 ,而 = 30°. 对 丁 这 样 的 值 应 
该 存在 一 -个 初等 的 解决 方法 ! 我 记得 我 采用 了 同样 的 À 和 另 一 
对 < 和 所 我 记 不 起 足 哪 一 对 了 了 ) ,结果 对 YY 种 6 我 仍然 得 到 整数 
W. 我 开始 相信 这 吓 一 个 一 役 的 现象 ,但 是 第 三 次 坛 蛤 告诉 我 
情况 并 非 旭 此 , 例如 ,对 4 = 20p,a = 20P,8 = 70, 我 们 得 到 yy 
= 2,12201, = 87°.87799, = 我 对 ,a 和 8 试验 了 O° 的 所 
有 倍 煞 ,除去 诸如 a = 有 8 以 及 与 前 面 的 试 例 呈 对 称 的 那些 平凡 
情况 ,能 对 y 和 5 给 出 整数 值 的 数据 就 是 表 A 3.1 中 列 出 的 那 
些 .( 愉 现在 开始 ,我 将 略 友 角度 符 导 ， 


— 


À a B 0 

20 50 20 @ 0 
20 50 40 60 30 
20 60 30 S30 10 
20 60 50 80 30 
2Ü 70 50 110 10 
20 Cae 60 110 20 

表 A 3.1 


一 个 很 卓然 的 猜想 是 :在 所 有 这 些 情况 中 ,存在 着 …- 个 解决 
这 问题 的 初等 方法 ,这 个 方法 不 涉及 三 角 公 式 . 确实 ,我 的 一 位 
Eji (Margarita Ramalho) 证 实 了 这 一 点 . 有 有趣 的 是 ,对 
苹 一 种 情况 ,都 不 得 不 提出 一 个 不 同 的 证 明 , 这 是 一 个 在 数学 中 
不 很 常见 的 现 稼 . 例如 ,对 前 两 种 情况 的 证 明 很 平凡 , 蚊 然 它们 
彼此 个 同 . 而 第 四 种 情况 ,也 就 是 我 们 最 初 提出 的 那 种 傅 况 ,可 
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LHA TIET RE: EENAA EKT EAMH RI, E 
别 在 第 种 情况 的 图 形 上 , 计 注 意 这 时 出 现 的 一 个 等 边 三 角形 
和 者 十 个 等 腰 三 角形 ， 

Pen ,我 正在 赏 玩 数 学 软件 Mathemanca, A A [E| Jë HG p 
同一 问题 ,我 决定 利用 这 个 软件 来 寻找 其 他 可 能 存在 初等 解法 
的 初始 数据 . 我 要 求 Mathematica 对 的 每 一 个 整数 值 以 及 a 和 
8 的 每 一 个 整数 值 或 半 整 数值 进行 试验 ,从 中 选 出 却 些 相应 的 
y {EAS 信 为 整数 或 六 整数 的 情况 . 这 个 实验 给 出 了 比 以 前 狂 
得 多 的 可 能 有 初等 解法 的 候选 者 ， 循 着 蘑 尔 的 一 个 想法 ,又 有 
一 些 候 选 首 露面 广 , 其 中 包括 了 一 些 以 7 为 分 母 的 适当 角度 . 这 
些 做 法 最 终 导 人 笋 了 形 上 3.2 的 形成 ， 


站 是 2 a 8 7 3 
lå 60 z FAT 150/7 440/7 全 17 了 
IB. ET 39077 33077 407 2407 
2A 12 42 18 38 12 
2R 12 42 30 38 24 
3A 12 45 12 53 6 
3B 12 438 42 54 36 
4A 12 57 33 75 15 
4B 12 57 42 75 24 
5A 12 65 42 96 12 
5B 12 65 54 De 24 
本 点 12 69 21 87 3 
on 12 69 65 87 45 
75 12 72 42 108 6 
7B 12 72 66 108 30 
BA 20 50 20 a) 10 
BR 20 5D 430 60 30 
DA 20 gI 30 RO 10 
9R 20 (x) 50 RO 30 

10A 20 63 25 85 Š 

10B 20 65 60 8 Z 物 


229] 


问题 À g B y Ë 
IHA 20 70 5 L10 10 
11B 20 70 60 110 20 
12 36 54 36 72 18 
13A 45 45 15 52.5 7.5 
13R 45 45 37.5 52,5 30 
14A 360/7 2407 120/7 270/7 90/7 
14B 360x7 240/7 150/7 270/7 1207 
I5A 360/7 345/7 150/7 435/7 607 
15B 36077 345/7 285/7 435/77 195/7 
16A 72 39 21 48 12 
16B 72 39 27 48 18 
17A 72 42 24 54 12 
17B 72 42 30 54 18 
IBA > 48 24 66 6 
18B 72 48 42 66 24 
19A n 51 39 ši 9 
19B 72 st 42 81 12 
20A 120 24 1? 30 6 
20B 120 24 18 30 i2 

3 A 3.2 


严格 地 说 ,并 非 所 有 这 些 情况 都 各 不 相同 . 情况 3&,8A 和 
12 有 着 相同 的 解法 ,而 且 它 们 是 下 述 一 系列 情 吏 的 特例 :， 是 满 
EU< 4 < 的 的 任何 一 个 和 值 ,a = 45 + 1⁄4,8B = À,y = 45 + 
3474, 而 8 = A⁄2. 同样 ,情况 3B,8B 和 12 可 以 用 相间 的 方法 解 
决 , 而 且 它 们 是 下 述 一 系列 情况 的 特例 :4 是 满足 0 < À < 印 的 
任何 一 个 值 ,a = 45 + A74,8 = 45 一 44,y = 45 + 3474,0 è 
= 45 - 3474. 这 样 , 表 A&3.2 列 出 的 就 是 可 能 有 着 不 同 解法 的 
36 个 问题 . 不 同 问题 的 个 数 还 可 以 进一步 减少 . 从 表 A 3.2 中 
人 人 很 容易 发 现 一 种 对 偶 性 . 对 每 个 间 题 (4 ,oa ,8,y,5), 我 们 
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帮 可 以 联系 上 一 个 对 俑 问题 4 ar 8 六 人) 其 中 入 = À.a' 
= a, = ae 0, = YH = a — B(IBJRE 12 AIHER). 于 
E, — H Je i ur HH T 2 sha pE EAE PJ ak E 18 个 问题 ,而 
对 这 种 对 侦 怀 的 证 明 , 就 是 第 十 九 个 问题 . 它们 一 起 组 成 了 本 
文 标题 中 所 说 的 19 个 问题 , 关 半 对 偶 性 的 证 明 可 以 用 如 下 思 踏 
解决 :把 对 应 于 (4 ,a,B,Y,6) 和 (A' ,a' Ry ,8 ) 的 图 形 中 的 
一 个 作 关 于 系 直 轴 的 镜像 反射 ,再 把 它们 琵 合 起 来 ,然后 应 用 射 
影 几 何 中 由 普 斯 定理 的 一 个 特殊 情况 . 我 还 没有 用 初等 方法 解 
决 这 些 新 情况 目的 任何 一 个 (事实 上 ,计算 机 给 出 的 答案 并 不 是 
真正 的 解 , 这 一 点 在 下 而 将 看 得 很 清楚 ). 在 学 术 活 动 中 的 那些 
信人 过 味 的 阶段 -一 一 鲍 如 柯 燥 无 有著 的 学 会 于 作 人 员 会 议 一 一 
考虑 这些 问题 ,或许 是 - -种 打发 时 间 的 好 办 法 ， 

这 也 是 人 人 们 在 把 计算 机 应 用 于 数学 时 居 须 小 心 从 事 的 -个 
FRAPE. 我 在 使 赂 软件 Mathematica HJ, Hj E HERE LA S Tü 
度 , 它 太 约 给 出 6 位 准确 数字 . MR AETR S AS ECO 3 
数 或 半 整 数 时 所 用 的 方法 相当 于 考察 其 倍数 的 前 5 位 小 数 . 除 
了 表 3.2 中 的 情况 外 ,计算 机 还 建议 了 法 3.3 中 的 那些 情 
"l. 

R A33 PAJLA. aa UU 8 6 835 43 A 358 
数 或 半 特 数 , 但 它们 的 淮 确 值 并 不 是 这 样 . 其 次 ,有 六 个 对 偶 问 
EDANA T. 这 可 能 是 一 些 合 人 误差 所 造成 的 , 于 是 我 使 用 了 
Mathematica 可 在 任 一 国定 位 数 的 精确 度 上 工作 的 功能 .上 so 
人 有 效 数字 的 精确 度 检验 了 表 A 3.2 和 表态 3.3 中 的 每 -个 值 . 
表 3.2 吊 的 每 一 个 值 仍 保持 赶 确 , 但 表 A 3.3 中 所 有 的 依 , L 
及 它们 那 进 失 的 对 个 问题 , 仪 以 近 位 的 整数 或 半 整 数 出 现 , 毕 然 
其 近似 程度 非常 好 ,例如 , 表 访 3.3 小 的 第 一 个 5 值 变 成 了 

6. 50000 16063 95883 45352 05203 60429 84883 68773….… 
MIR, RAGAG KÆRE RA S St pasi SRE ba, JL 
个 下 5 位 小 数 精确 度 下 足 半 整数 的 计算 结果 竟然 不 是 直下 的 半 
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74.5 49 117 6.5 
5 74.5 68 117 25.5 
8 33.5 5.5 35 4 
8 33.5 29.5 35 28 
23 46 15.5 53 8.5 
23 46 37.5 53 30.5 
35 33.5 18 37 14.5 
39 33 11.5 36.5 8.5 
39 33.5 25 35 2 
41 67 13 19.5 0. 500003 
59 33.5 4 35 2.5 
59 33.5 31 35 29,5 
6l 32.5 ? 35 5 
61 32.5 27.5 35 25 
67 32 4 33.5 2.5 
67 32 29.5 33.5 28 
68 46 28.5 62 12.5 
68 46 33.5 62 17.5 
La 55.5 41.5 95.5 1.5 
TT 49.5 l4 62.5 0. P0090 
78 44 25.5 60.5 9 
g? 23 1.5 23.5 0.999908 
o7 23 22 23.5 21.5 
129 21.5 7 26 25 2 Z 
R A 3.3 


整数 . 其 实 , 这 里 没有 必要 吃惊 :计算 机 试验 了 大 约 950000 个 二 
232) 元 组 ,这 远 远 多 于 五 位 数组 的 个 数 . 
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数学 的 定 德 一 旦 要 说 到 现实 , 它 全 就 不 是 确定 的 ; 
而 它们 要 保守 确定 ,它们 就 不 能 说 到 毒 实 - 
— EJ Ei 3E (Alben Einstein) 


在 永 章 中 我 写 的 是 六 二 数学 的 一 个 特殊 方面 . 不 过 ,在 表 
述 上 有 意 地 采用 了 非 正 式 和 非 严 格 的 方式 ， 爱 挑剔 的 读者 将 发 
现 有 大 量 的 润 润 好 提 , 但 如 果 我 到 处 都 洛 全 严格 地 来 处 埋 ,就 会 
妨碍 思想 的 流畅 性 . 所 以 我 希望 读者 对 我 有 限 地 使 用 一 下 注 人 
的 执照 不 要 有 所 抱怨 . 

当 我 开始 写 这 一 章 的 时 候 , 我 的 想法 是 , 主要 通过 例子 ,对 
数学 哲学 的 一 个 有 争议 的 领域 不 带 我 个 人 偏向 地 给 出 一 个 粗略 
的 将 述 . 但 在 写作 的 过 程 中 ,我 发 现 我 至 少 在 一 些 争 议 点 上 表 
明了 自己 的 态度 , 我 决定 在 最 后 儿 段 中 给 出 我 的 结论 . 我 知道 
有 人 对 这 些 事 情思 性 了 好 多 年 ,其 深度 很 可 能 远 远 超过 我 ,如 果 
他 们 中 有 大 不 同意 我 的 结论 ,我 相信 我 或 许 其 他 读者 郁 会 很 澡 
兴 读 到 他 们 的 及 败 文 章 . 


数学 结果 的 意义 
数学 以 这 样 的 特性 在 纯 理 论 学 科 之 林 中 独树一帜 :只 有 它 


以 绝对 的 确定 性 认定 事实 , 一 旦 一 :个 定理 被 正确 地 证 明了 , 那 '233' 


号 不 可 能 有 “为 -- 方 面 ". 举 个 例子 来 说 ,每 一 个 正 整数 都 可 以 
一 了 3373 一 
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写成 至 人 少 四 个 平方 数 之 和 和 , 那 就 是 这 么 回 事 了 . AREK, KE 
结果 的 这 种 无 可 争议 性 延 伟 到 了 数学 文化 的 其 他 方面 , 例如 ， 
关于 这 门 学 科 中 哪些 结果 是 重要 的 ,数学 家 们 一 般 都 有 一 至 的 
意见. 如 代数 此 本 定理、. 柯 西 (Cauchy) 定 理 .中 心 极限 定理 . 哥 德 
尔 不 完全 性 定理 (你 或 许可 以 建立 你 自己 的 有 史 以 来 十 大 重要 
EHR). 关于 当代 哪 位 数学 家 在 做 看 最 有 意义 和 最 激动 人 心 
的 下 作 ,数学 界 也 有 着 一 种 公正 的 - - 致 认识 . 因此 ,在 这 一 片 和 
效 柄 这 的 交 洋 之 中 发 现在 这 门 学 科 中 的 一 个 方面 ,数学 家 们 大 
芭比 尖锐 地 发 生 溃 突 , 真 让 人 有 点 新 鲜 感 . 这 争论 不 是 关于 数 
学 结 虹 的 正确 性 或 深刻 性 ,而 是 关于 数学 结果 的 意义 .或 更 具体 
地 说 ,是 关于 它们 问 锦 实 的 联系 . 

计 我 从 一 些 实例 开始 . 我 们 苑 道 不 下 能 以 经 过 那 七 座 桥 的 
每 一 摩 止 好 -- 次 的 方式 游 遍 贞 中 斯 堡 城 . 而且 我 们 获得 这 个 知 
识 的 方式 是 遂 过 推理 , 而 这 推理 当然 是 数学 的 . 我 们 还 知道 不 
可 能 只 用 真 尺 和 图 规 来 二 等 分 :个 任意 角 ,而 这 里 的 推理 过 程 
要 深刻 利 精妙 得 多 . 我 们 知道 在 一 个 生 角 三 角形 中 有 a? + b° 
= c( 这 在 我 的 十 天 定理 表 上 ), 但 是 直到 最 近 我 们 还 不 知道 当 
指数 大 于 2 时 这 个 方程 的 类 似 物 是 否 有 整数 解 ,不 过 ,我 们 中 大 
多 数 人 相信 ,这 是 出 于 我 们 的 无 知 , 而 在 现实 中 这 样 的 整数 解 或 
省 确实 存在 或 者 确 实 不 在 在 ， 

为 一 方面 ,有 些 数 党 结果 显然 在 现实 中 没有 对 应 物 . 比较 
一 对 著名 的 分 解 定 埋 很 能 说 明 问 题 , 第 个 是 滤 尔 约 - 格 温 
(Bolyai-Gerwin) 定理 , 它 是 说 如 果 了 两 个 多 边 形 PAP 具有 相同 
的 面积 ,那么 我 们 就 可 以 把 P DRAA RER CRE b Ee 
寺前 形 ) ,得 把 它们 重新 拼合 起 来 而 得 到 已 . 这 个 定理 当然 有 
真实 的 对 应 物 , 比方 说 在 拼图 游戏 的 构造 中 . 我 有 一 个 计算 机 
程序 ,可 以 证 使 用 音 在 显示 器 屏幕 上 多 少 有 点 随意 地 曾 出 一 个 
三 角形 ,机 巷 随 妈 拒 它 切 开 , 再 把 切 成 的 块 重新 拼合 ,形成 一 个 
同样 面积 的 正方 形 . 你 不 可 能 得 到 比 这 更 真实 的 感觉 了 . 作为 
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xH E Sr h - 塔 尔 斯 基 定 理 对 3 维 空间 中 任何 两 个 不 后 体积 
RIER BAB 给 出 了 与 波 尔 约 - 格 温 乍 理 相 间 的 结论 . 我 想 大 多 
数 人 会 同意 这 个 定理 在 真实 世界 中 设 有 对 庶 物 (更 不 用 遂 一 个 
卡 相 运行 的 计算 机 程序 了 )， 以 像 波 尔 约 - 格 漫 定理 这 样 的 结 
RASA. HRD AA - 搭 尔 斯 基 定 旦 这 样 的 结果 为 弘一 方 ， 
我 在 这 篇 随笔 中 希望 做 的 ,就 是 探索 这 两 直面 之 间 的 “现实 性 缺 
Fi ,因为 正则 我 说 过 的 ,在 这 些 事情 上 存在 善 分 战 极 天 的 观 
过 ， 我 从 引 述 两 个 这 样 的 观点 井 始 . 而 主题 ,可 能 有 人 已 经 猜 
H T MERRIE. 

Wi (Raymond Smullyan) 在 向 -- 群 非 专业 工作 者 做 关 
于 连续 统 假设 的 演讲 2. 在 解释 了 击 在 已 知 这 个 假设 及 它 的 否 
定 邦 与 集合 论 的 标准 公理 由 容 之 后 ,他 说 道 ,“ 现 在 ,一 些 非 常 形 
式 主义 的 数学 家 说 这 意味 着 连续 统 假设 既 不 是 真 的 也 不 是 假 
的 . 然而 ,我 不 同意 这 观点 , 曾 且 大 和 多数 一 一 许多 一 一 数学 家 
也 不 会 同意 . 我 们 起 知道 连续 统 假 设 是 真 还 是 假 允 (字体 变 化 是 
我 做 的 ). 他 的 态 虚 是 ,我 们 现 有 的 工具 ,比方 涪 策 梅 洛 - 弗 兰 
克 尔 集合 论 , 椒 足以 让 我 们 得 知 在 阿 州 夫 零 与 连续 统 基数 之 间 
古 否 行人 在 基数 ,但 是 他 认为 无 疑 是 要 么 在 在 要 么 本 存在 . 

3 RA (Saunders Maclane)'2 HUU BARE. 他 说 道 ， 
“ 闻 辑 学 家 对 策 梅 洛 - 弗兰克 尔 集合 论 的 信念 显然 是 基于 一 种 
相近 图 式 的 想像 , 即 在 真实 世界 的 什么 地 方 存在 着 某 种 集合 的 
宇宙 ,对 这 个 于 包 他 们 的 公理 将 是 适用 的 …… 我 认为 这 个 关于 
一 个 只 实 的 集合 宇宙 的 柏拉图 式 观念 是 绝对 的 胡言 乱 语 , O 

印 使 在 这 对 连续 统 假设 的 争议 中 不 带 伍 向 (暂时 ) ,我 也 认 
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为 斯 马 水 扬 有 一 点 是 错 的 . 大 多 数 或 者 许多 一 一 数学 家 
相信 连续 统 假设 非 真 即 很 的 说 法 是 不 符合 实际 情况 的 , 事实 
上 ,除了 那些 上 作 于 集合 论 领 域 的 数学 家 外 .我 还 得 去 找 出 一 位 
信奉 这 个 观点 的 数学 家 ， 就 像 有 人 说 的 ,我 们 若 通 我 们 可 以 问 
时 有 抱 氏 几何 和 非 欧 几何 . 现在 我 们 看 到 有 不 同类 型 的 集合 论 
一 一 而 这 又 有 什么 不 对 ? 男 … 方 面 ,我 跟 - 一 些 集 合 论 家 交谈 过 ， 
其 中 有 一 些 一 一 虽然 不 是 全 部 取 柏 拉 图 式 的 观点 ， 在 我 
有 限 的 样本 中 ,有 两 个 人 认为 这 个 假设 很 可 能 是 不 成 立 的 ,就 问 
车 德尔 所 认为 的 者 样 . 确实 ,在 他 生命 行将 络 东 的 时 候 , 革 德尔 
曾经 谈 到 这 样 一 个 观点 :连续 统 的 基数 很 可 能 是 阿 列 夫 二 ,他 其 
至 还 写 了 一 些 东 西 ,其 中 试 移 构 造 一 个 系统 ,这 个 系统 将 把 他 的 
这 个 观点 作为 一 个 绍 果 , 最 近 - 一 段 时 间 ,有 人 告诉 我 ,一 些 年 轻 
的 集合 论 家 性 信人 连续 统 假设 是 真 的 . 有 着 相当 数量 的 态度 林 定 
者 , 偿 有 许多 人 ,甚至 包括 集合 论 家 ,认为 这 个 问题 设 有 意义 . 


真 , 假 或 无 意义 


我 们 当然 是 在 同 着 名 的 排 中 律 打 人 光 道 . 为 明晰 起 先 , HH A: 
一 个 陈述 满足 排 中 律 , 就 让 我 们 说 它 是 确定 的 , 而 如 果 它 不 满 
足 , 就 说 它 是 不 确定 的 . 个 我 想 大 多 数 人 会 认为 是 确定 陈述 
的 例子 是 ,“ 克 类 巴特 拉 人 的 血型 是 和 A 型 .” 虽然 我 们 肯定 将 永远 
也 不 会 知道 这 个 陈述 是 真是 假 ,得 显然 它 不 是 真 就 是 假 ,不 是 假 
就 是 真 , 男 一 方面 , 考 虚 这 样 一 个 陈述 , “如果 高 斯 从 未 诞生 ,也 
会 有 其 他 某 个 人 在 19 世纪 结束 之 前 证 出 代数 基本 定理 ”虽然 
很 清楚 这 里 说 的 是 什么 ,但 是 问 这 个 陈述 是 真 还 是 俐 是 不 适宜 
BJ. 这 个 陈述 在 相当 程度 上 是 一 种 说 语 的 态度 方式 ,我 们 是 不 
是 把 所 有 这 样 的 条 件 陈 述 都 看 作 是 不 确定 的 ? 那么 对 “如 果 我 


D AEA Cleopatra, IGM 69 - 前 和 0), 古 埃及 托 勤 窗 下 其 末代 女 芋 , 凤 
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Wi ae hPa ,你 厂 不 会 收 到 它 ” MARE? 

我 的 看 法 是 ,其 至 在 通常 的 诸 言 中 ,一 个 特定 的 陈述 是 确定 
的 还 是 不 确定 的 ,也 不 是 总 能 齐 清楚 的 . 作为 最 后 的 一 个 实例 ， 
请 考虑 “当地 球 上 的 生命 全 部 消失 之 后 ,太阴 还 将 继续 存在 至 少 
100 {LE 对 于 这 样 “个 东西 我 简直 无 所 适 从 . 物理 学 是 如 此 
狗 狂 的 一 门 学 科 , 钨 委 和 连 时 间 的 特定 观念 , 即 年 ,也 是 不 确定 的 ! 

加 到 数学 和 数学 家 ,看 来 在 排 中 律 这 个 问题 上 ,看 法 各 蜡 ， 
分 歧 援 大 ,形成 了 一 个 宽 闪 的 对 排 中 律 的 信念 谱 , 在 这 湾 的 极 


右 靖 ,是 那些 在 所 有 的 论证 中 都 拒绝 使 用 排 中 律 的 人 ; 而 在 左 : 


端 , 我 们 有 柏拉图 主义 者 ,项 如 前 面 担 到 的 集合 论 察 ,他 们 认为 
这 个 规律 极 普遍 地 成 立 , 对 于 我 们 这 些 “ 走 中 间 道 路 者 ”来 说 ， 
像 费 马 大 定理 那样 的 事情 不 是 真 就 是 和 假名， 对 于 右翼 分 子 来 说 
并 非 如 此 ,他 们 感到 它 很 可 能 是 不 确定 的 ,入 一 方面 ,主流 人 群 
却 相 信 连 续 统 假设 是 不 确定 的 , 这 是 为 什么 呢 ? 

证 我 们 在 一 个 特定 的 背景 F ,从 -一 个 特定 的 集合 旭 自 然 数 
集合 N 出 发 ,来 审视 这 个 问题 .主流 人 人 群 认为 这 样 的 一 -个 集合 
是 存在 的 , 它 县 有 许多 有 趣 的 性 质 , 其 中 之 -就 是 费 马 大 定理 在 
N 中 或 是 真 的 或 不 是 真 的 . 接 下 来 我 们 进而 讨论 :一 个 有 时 记 为 
PN) 有 了 时 记 为 2 的 集合 , 它 就 是 由 N 的 全 体 子 集 所 组 成 的 集 
合 , 连续 统 假设 断 育 ,pf(N) 的 每 一 个 不 可 数 子 集 部 与 p(N) 等 
W. 因此 问题 是 :为 什么 这 位 "大街 上 的 数学 家 "公会 认为 这 个 陈 
述 是 不 确定 的 ,而 费 蕊 大 定理 倒是 确定 的 ? 我 正巧 也 在 大 街 上 ， 
无 意 中 听 到 了 下 面 的 对 话 . 

柏拉图 : 体 为 什么 认为 连续 统 假设 联 不 真 也 不 假 ? 


大 街 上 的 数学 家 (以 下 简称 数学 家 ) : 嗅 , 哥 德尔 证 明 它 


中 这 箱 文 章 郑 在 疯 马 人 生理 被 正明 之 前 日 年 写 的 .一 - 珠 注 
T 作者 用 以 代表" 走 中 间 道 路 者 "或 "主流 人 和 群 " 的 卉 所 大 物 . 
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相 容 于 集会 论 的 其 余部 分 ,而 科恩 【和 .1]. Co- 
hen) 证 明 它 独立 于 集合 论 的 其 余部 分 . 
你 说 “集合 论 的 其 余部 分 "是 指 慎 芭 ? 


: 噢 , 那 是 叫做 策 梅 洛 一 弗兰克 尔 集 合 论 的 革 种 


AG. mi 


:你 知 道 这 些 公 理 蚌 人 慎 攻 吗 ? 

E, T, A kint, 

图 ;你 仔细 读 过 哥 德 东 和 科恩 的 证 明 吗 ? 

:不 , 那 不 是 我 的 领域 . 我 研究 数论 . 我 正在 试 


HEREKE. 


HRE R, AE! 那么 你 研 究 自 然 数 唆 ， 
数学 家 EERE. 

柏拉图 :那么 你 是 不 是 有 时 委 考 虚 自 然 灼 的 序列 3? 
数学 家 :经 常 者 虑 

柏拉图 :你 是 不 是 思考 过 自然 数 的 全 体 序列 ? 

数学 家 :偶尔 . 我 通常 络 它 以 积 酉 站 ,并 把 它 记 为 区， 
柏拉图 :我 知道 了 .那么 我 想 这 个 \ 在 你 心目 中 是 个 


一 了 1 一 


定义 十 分 明确 的 对 象 , 你 有 时 外 考察 六 的 子 
集 吗 ? 


: 哦 ,是 的 . 
: 那 公 是 不 是 可 以 说 你 研 究 这 些 子 集 的 时 慎 感 


到 十 分 自在 ? 


:当然 . 它 科 有 一 些 是 开 集 ,有 -一 些 是 闭 集 ,有 


些 古 可 测 集 ,而 有 些 则 不 是 . 十 分 有 趣 . 


槐 拉 图 :那么 普 体 研究 这 些 不 同业 型 的 子 全 时 ,你 是 不 
是 总 在 师 柱 洛 一 弗兰克 尔 公 理 的 框架 内 工作 ? 

HFR, HRT., 我 已 经 说 过 ,我 其 至 不 能 准确 
好 知道 这 些 公 理 是 什 委 ,而 且 无 论 如 何 我 认为 
这 种 形式 公理 在 我 发 者 其 他 大 多 数 职业 数学 
家 的 工作 中 不 起 什么 作用 . 


HHA: ERRERA HARAT. 你 告诉 我 你 在 
IEN bAT SË WJ 8, 2] 8 £ , PK da 35 38 PHE 
-A H 4 3 Z P| iX 3 -q SE 65 38 š a 28 BT , 44: 
JARLAR ETAZ ETARTE. 而 当 
R FF| 48 AA A AAE 85 3F BF , 48235 8 N RAE 
说 有 两 位 著名 的 数学 家 已 证 拥 这 个 假设 既 不 
能 从 一 组 特定 的 公理 得 到 证 级 也 不 能 从 这 组 
公理 得 简 否 证 - 就 是 那 组 据 体 所 说 在 你 所 
航 的 工作 中 无 论 如 何不 起 什么 作用 "的 公理 . 
难 庆 就 没有 可 能 这 只 不 过 是 那些 公理 的 一 个 
短处 ， 而 不 是 客观 事实 的 一 黎 不 确定 性 ? 

数学 家 :和 找 觉 得 有 点 头 滴 . 

柏拉图 ;我 没有 更 多 的 问题 了 . 

听 了 了 所 有 这 些 ,而 时 我 二 己 作 为 一 个 大 街 上 的 人 ,我 也 感到 
HABER. HEP PS hs shi pk b ASI. TQ Feto 8-2 g ut. 
HAERERE. IARE, EEEIEE Z m E H: pk pE ta, 
MEEA. 例如 下 而 这 个 陈述 : 

(1) w 85 3 L001 位 十 进 制 收 禾 是 一 个 了 . 

好 ,现在 季 在 … 和 神算 法 呵 以 褒 块 这 个 问题 f 实 际 上 有 许多 算 
法 ,而 及 其 中 有 一 些 当 前 正在 和 极地 运行 善 ;出 531). 然而 ,在 
有 来 我 们 肯定 将 永远 不 会 得 庆 对 1) 了 购 徐 案 ,因为 得 到 它 所 需要 的 
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时 间 很 可 能 超过 了 预计 的 地 球 生命 持续 期 (如 果 不 是 这 样 ,就 在 
Mig EALLA), 但 是 在 原则 上 这 计算 是 可 以 进行 的 ,而 
日 我 相信 设 有 人 会 所 出 这 样 一 种 理论 H rh jk :个 陈述 是 右 
确定 要 依 炉 于 验 让 这 一 点 所 需 的 时 间 长 度 . 

接 下 来 我 想到 下 面 这 个 陈述 : 

(2) 工 的 十 进 制 展 开 包 含 着 一 事 连 续 的 100 包 个 7， 

在 这 一 点 上 右 要 分 子 会 声称 这 个 陈述 可 能 是 不 确定 的 , 因 
为 虽然 当 这 个 陈述 是 真 的 时 伐 , 存 在 一 个 有 限 的 程序 {虽然 无 
长 ) 能 够 和 在 原则 上 验证 它 , 介 如果 这 个 陈述 是 假 的 ,就 没有 这 样 
的 程序 了 . 把 真 假 对 摸 一 下 ,这 种 情况 就 同 费 马 大 定理 的 情况 
H r. 如 果 费 妃 太 定理 足 人 很 的 , 邦 么 . -个 有 限 的 程序 就 能 对 
此 也 以 证 实 , 具 体 地 说 , 找 出 适当 的 整数 a,b, c 及 n, 并 执行 规 
定 的 算术 运算 ,如果 这 定理 是 真 的 ,就 不 存在 这 样 的 有 限 程 序 . 

于 是 我 又 迈进 一 步 , 考 省 下 面 的 : 

(3) 天 的 十 进 制 展 开 包 含 无 穷 多 个 7. 


FPS F ,这 像 是 一 个 比 (2) 要 容易 对 付 的 陈述 (存在 着 非 
常 强 的 “经 验证 据 " 提示 这 个 陈述 是 真 的 ;还 是 见 [3]). 但 是 从 
丸 一 个 角度 看 ,陈述 (3) 是 不 确定 性 的 一 位 比 (2) 更 好 的 代表 . 
在 这 种 情 次 下 ,这 个 命题 的 真 或 假 都 不 能 用 有 限 的 计算 验证 ,这 
一 点 稍稍 想 一 下 就 会 明白 . (在 经 典 的 未 解决 问题 中 ,类 似 的 情 
况 有 这 生 素数 猜想 . ) 

虽然 我 们 几 平 肯定 地 将 永远 不 会 知道 (1)? 是 不 是 真 ,但 是 可 
以 想像 ,我 们 可 能 在 某 一 天 知道 对 (2) 和 (3) 的 答案 . 事实 .上 , 存 
在 者 一 个 车 名 的 猜想 ,说 x 是 一 个 正常 数 ,这 意思 是 说 在 十 进 制 
表示 下 或 在 其 他 任何 b 进 制 表示 下 , 它 的 每 个 数字 符号 都 旦 一 
致 分 布 ,而 且 更 一 般 地 有 ,每 一 种 长 度 为 n 的 数字 符号 序列 都 
LATILE E b BR. 如 果 有 人 证 明了 这 -~ 点 ,那么 陈述 (2) 和 
(3) 束 是 显然 的 结果 . 因此 , 令 下 一 个 陈述 是 ， 
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(4) 7 十 一 个 正常 教 . 


现在 ,我 吧 作 上 出 推测 :{4) 将 永远 不 会 被 证 明 或 才 被 否 让 . 
事实 上 , 计 我 提议 :或许 不 存在 对 (4) 的 证 明 或 否 证 ,其 意思 正 同 
不 存在 对 连续 统 假装 的 让 曲 或 否 让 ,( 对 涉 起 ,重复 一 下 ) 扼 它 用 
BRER RIRE — 帮 兰 克 尔 集合 论 是 不 可 证 明 的 一 样 . 这 可 能 让 
-= -E A a RIA A ERRIRE. eiA A -个 美 于 连续 统 
HITE SA mE Aa EGS, E - 件 有 理由 的 事 TH h: 
说 到 :关于 一 个 定 交 明确 的 序列 中 的 子 序 列 密度 的 具体 问题 时 、， 
人 和 们 应 预期 这 种 问题 可 以 通过 或 洗 非 常 繁琐 但 常规 的 论证 而 得 
HARE. 作为 回答 ,我 要 指出 ,一些 比 (4)" 实 在 ”得 多 的 陈述 己 
知 用 策 梅 党 - 弗兰克 尔 公 理 是 不 如 证 明 的 , 或 许 最 好 的 例子 是 
希 尔 伯 特 第 十 问题 研究 的 一 个 副产品 . 一 种 特定 的 整 系数 多 项 
式 呈 ,我 想 夺 9 个 变 元 ,上 这 样 的 性 质 ; 对 这 个 多 项 式 在 自然 
数 中 有 -一 个 根 ( 即 一 个 正 整数 9 元 组 m= (nr, ntt ng) ,使 得 
P(n)=0)4s fff RRNK - 弗兰克 尔 公理 的 } 证 明 或 否 证 . 
这 个 澡 题 在 某 种 意义 上 至 少 比 费 马 疝 题 简单 . 费 马 方程 er + 
b" — = 0 Er, In k 3 ,因为 蕊 的 变 元 出 现在 指数 上 .. 

内 此 现在 我 的 问题 是 这 样 :假定 有 人 真 的 证 明了 (4) 不 能 用 
策 梅 说 -弗兰克 尔 会 理 证 明 或 人 让 和 出 ,那么 你 会 得 出 结论 它 婚 
不 真 也 不 假 吗 ? 如 果 称 的 回 管 为 是 ,那么 让 我 就 (3} 阿 同样 的 问 
题 . 我 想 ,我 的 朋友 , 那 位 大 街 上 的 数学 家 肯定 认为 x 的 展开 要 
么 包含 有 限 儿 个 7, 要么 包 会 无 穷 考 个 7. 如 果 有 人 证 明了 这 个 
陈述 是 不 可 证 明 的 ,他 会 改变 主意 吗 ” 当 几 天 之 后 我 在 大 街 上 
过 到 他 的 时 候 , 我 决定 向 他 问 这 个 问题 , 我 可 以 看 出 他 已 从 前 
JUK Pl zi SEP ii E , 重 又 感觉 良好 了 . 我 将 


D 语 当 普 卫 , 这 种 可 能 是 -种 商 度 的 假设 . 证 明和 不 可 判定 性 的 已 划 方 医 看 来 不 
适合 十 飞 (3} 和 54) 这 样 的 陈述 , 亿 大 们 可 以 想像 有 一 些 当 未 位 知 的 方法 会 半 出 这 个 
HAR. — Jat 


一 327 一 


一 一 1 


EERS E e E eS ERTAS, 

“当然 ,在 z HREF ELRES M T 7,39 2 4 9; Z T 
7, 不 管 有 设 有 人 证 明了 它 是 不 可 证 明 的 . 这 与 连续 统 假设 完全 
JERR. 就 像 姥 个 叫 什 么 米 善 的 人 说 的 ,上 和 带 给 了 我 们 口 热 
数 . 所 有 其 他 的 , 像 集 合 和 基数 ,都 旦 人 的 创造 一 一 在 这 种 情况 
下 ,就 是 像 康 托 尔 {Canior) 和 策 梅 洛 这 样 的 人 的 创造 .… 

(SRR) x 不 是 一 个 自然 获 时 ,他 正确 地 指出 这 与 所 讨论 
HARAR. 我 们 事实 上 在 讨论 的 是 对 每 一 个 自然 数 n 产生 一 
位 数字 的 算法 . 这 个 特定 的 算法 来 白 对 严 作 展 开 这 件 事 异 然 是 
未 相 干 的 .) 我 执意 回 他 (3) 不 能 用 策 梅 洛 ~ 弗 兰 殉 尔 公理 证 明 
这 件 事 是 不 是 在 他 心中 产生 什么 问题 . 他 带 着 用 分 不 研 烦 答 
这 ,“ 公 蛙 啊 ,公理 ! 我 知道 有 许多 事情 不 能 用 那些 该 死 的 公理 
证 明 . 柏拉图 对 此 是 止 确 的 .” 

我 还 不 打算 让 他 脱 号 ,因此 我 又 间 ,“ 如 果 迹 戎 了 的 正常 
性 在 策 梅 深 -弗兰克 尔 公理 下 是 不 可 判定 的 , 那 会 怎样 ? 这 里 
寂 及 到 的 陈述 是 关于 于 序列 的 渐 近 密度 等 概念 的 . 是 上 帝 还 给 
了 我 们 那些 和 东西 , 偿 是 它们 是 人 类 的 发 明 ?” 

他 对 我 看 了 一 会 外 ,然后 说 道 ,我 得 回来 再 同 你 讨论 这 个 
MR.” RRE, MIRE EARB EH. 

无论 起 么 说 ,这 里 有 更 多 的 思想 食粮 ,人们 应 该 在 哪儿 夯 
界线 ? 在 哪 -… 点 上 帝 离 去 ,人 类 接手 ? 现实 与 胡言 乱 语 之 间 的 
界线 在 哪儿 ? 


现 实 


这 有 时 我 日 己 也 开始 犯 某 种 头 部 症状 ,于 是 次 定 让 这 人 性 事 停 
一 段 时 间 , 但 是 几 天 之 后 .我 偶然 读 到 了 克 努 特 (Donald Knuth) 
的 文章 《什么 是 一 个 随机 序列 ?3(What is a random sequence?) ， 
于 是 这 问题 又 到 处 跟随 着 我 了 . 我 加 过 来 青 次 思 关 陈述 (4). 
看 来 不 仅仅 是 一 个 正常 数 , 它 还 满足 比 这 强 得 多 的 条 件 . I 
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如 ,如 上 果 我 们 考察 这 些小 数位 上 的 数字 :dd ,da depart EÍ] 
公平 也 呈 一 致 分 布 . 对 子 序列 (号 无疑 也 有 善 同 样 的 情况 . 我 
们 如 今 有 了 太 重 的 数据 (根据 最 新 的 计算 ,我 们 和 男 道 了 20 多 亿 
位 数字 )}， 这 提示 我 们 应 该 强化 定 浆 , 论 友 起 正常 数 , 它 们 不 仪 
仅 是 正常 的 ,而 旦 它们 的 "可 描述 的 "材质 “也 是 正常 的 . (显然 
我 们 不 能 糙 求 所 有 的 子 夺 列 都 是 正常 的 ,因为 如 果 这 和 样 ,给 出 任 
痘 一 个 数 , 汽 们 可 以 挑选 出 -个子 序列 , 它 的 各 项 就 是 出 现 7 的 
数位 ,于 是 就 设 有 什么 超 正 常数 了 .) 

尘 运 的 是 ,对 于 可 筑 述 的 - - 词 ,如 今 很 可 能 大 多 数 数学 家 和 
所 于 的 计算 机 科学 家 都 知道 可 以 给 出 一 个 精确 的 定义 ,正确 的 
RiR ERAR. 人 们 应 该 把 这 种 本 描述 的 序列 看 作 基 存在 …- 种 
算法 能 算出 它 每 一 项 的 序列 .关键 的 事实 是 只 存在 可 数 多 个 这 
样 的 序列 ,因为 只 存在 串 数 多 种 算法 . 于 是 让 我 们 称 一 个 数 是 
超 正常 的 , 当 莫 仅 当 它 的 所 有 可 描述 子 序列 是 正常 的 . 有 一 件 
HARARET. e 不 可 能 大 超 止 常数 ,因为 = 的 展开 中 出 现 
7 的 数位 显然 形成 了 一 个 可 描述 的 子 序 列 ( 我 刚刚 描述 了 它 )， 
侧 相 应 的 数 0.777… 是 高 度 异 常 的 ,在 直 党 上 ,我 们 把 … 个 二 进 
制 的 超 正 常数 看 作 是 人 们 通过 重复 抛掷 一 枚 质量 均匀 的 硬币 而 
得 到 的 序列 .如 盯 在 1600 万 次 抛 拖 中 ,每 当 x 的 相应 十 进 制 小 
数位 上 是 了 时 这 硬币 落下 来 就 正面 朝 上 , 那 一 定 于 分 碍 怪 , 如 果 
AARRE. 问题 是 趋 正常 数 如 果 存 在 , 则 一 定 是 “不 可 描 
R. 但 是 它们 确实 存在 . 事实 上 , 非 超 正 常数 的 集合 是.-- 个 
专 测 度 集 ! 而 且 , 超 正常 数 的 集合 是 一 个 讨 人 喜欢 的 集合 ,准确 
地 说 ,是 一 种 .各 ;型 集 . 这 个 结果 的 还 明 本 质 上 归功 于 博 雷 尔 ， 
它 并 不 难 ,而 日 盾 涉及 的 知识 也 没有 深 过 某 种 形式 的 大 数 律 ， 

我 发 觉 这 是 一 个 非常 奇 翌 的 结果 ,不 是 因为 这 里 的 数学 ,而 


DXA suhstanees. 看 来 弄 * 子 序列 ”. 如 果 不 旦 笔 误 的 话 ,那么 这 就 是 作者 党 
过 的 他 有 限 地 使 用 一 下 许 上 执照 的 鱼子 .一 一 译注 
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[239] 


晤 因为 它 看 来 所 意味 的 东西 . 如 果 我 们 想像 重复 抛 插 这 校 质量 
习 公 的 硬币 ,我 们 得 到 的 序列 将 几乎 肯定 对 应 于 一 个 起 正常 数 ， 
从 而 根据 定义 , 它 是 一 个 不 可 能 被 描述 的 序列 .这 里 的 数学 是 
清楚 的 ,但 旦 问题 在 于 ,用 喜 殉 莱 思 的 话 来 说 ,这 样 的 序列 是 “ 存 
在 于 真实 世界 "还 是 它们 只 是 我 们 数学 想像 力 的 腑 造物 ? 我 不 
知道 柏拉图 对 此 会 怎么 说 ,全 是 我 形成 了 我 白 己 的 一 些 结论 . 

我 认为 连续 统 既 不 是 真 的 也 不 是 假 的 ,但 不 是 由 于 架 德 尔 
和 科恩 的 结果 ,虽然 这 些 结果 太太 增强 了 我 的 信念 ,而且 没有 它 
们 我 也 不 会 产生 这 个 信念 . 为 解释 我 的 态度 ,让 我 们 回 到 自然 
数 集 合 N 和 NN 的 全 体 子 集 的 集合 p(N) 一 一 重复 一 下 ,NN 的 全 
体 子 集 一 一 这 个 特定 的 背景 . 这 个 "全体 "就 是 秘 事 者 . 在 “ 现 
实 " 中 ,我 们 没有 人 曾经 看 到 讨 一 个 无 穷 集合 . 我 们 看 到 过 大 量 
的 有 限 集合 ,而 且 我 们 当然 知道 我 们 说 这 种 集合 的 全 体 子 集 童 
思 是 指 什 么 . 大 和 多数 数学 家 也 认为 地 们 知道 他 们 说 任何 集合 
有 限 的 或 无 穷 的 一 一 的 全 体 子 集 的 集合 意思 是 指 什 么 . 其 
至 我 的 朋友 , 那 位 天 街 上 的 数学 家 , 带 着 他 的 了 也 在 其 中 , 然而 
HE! 当 我 们 看 到 全 体 这 个 词 同 集合 论 联系 上 了 的 时 候 , 我 们 
心中 应 该 完 起 - ALT. 康 托 尔 共 为 考虑 全 体 集 合 的 集合 是 区 
以 接受 的 ,而 我 们 知道 这 导致 了 什么 样 的 困难 . 23 F ,— + 
集合 的 全 体 子 集 的 集合 尚未 导致 任何 耶 盾 , 但 是 我 的 论点 是 , 它 
标志 着 数学 同 击 实 失去 联系 的 转折 点 ， 

左翼 集合 论 家 们 ,其 中 包括 伟大 的 哥 德 尔 ,认为 在 现实 中 存 
在 着 一 个 特定 的 集合 , 它 就 是 自然 数 集合 (他 们 中 有 些 人 认为 还 
有 其 他 集 侣 }) 的 全 体 子 集 的 集合 . 那么 ,或 者 是 他 们 知道 -- 些 我 
不 知道 的 东西 ,或 者 是 他 们 在 自己 典 骗 自己 ,把 在 有 限 情况 十 清 
楚 的 并 可 验证 的 某 些 东西 外 推 到 了 无 穷 的 情况 ,而 在 那里 , 依 我 
的 观点 ,这 个 福 仿 很 可 能 是 没有 意义 的 , 正 同 问 如 时 高 斯 从 未 诞 
生 会 什么 情况 那样 没有 意义 . 这 并 不 是 说 p 5) 的 概念 在 话 多 
数学 分 支 中 不 重 昌 . 我 肯定 我 曾经 用 过 它 许多 次 . 我 说 的 只 是 
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到 这 点 上 我 们 谈论 的 是 数学 而 不 是 现实 了 . 因此 对 我 来 岗 . 连 
续 统 假设 是 不 确定 的 ,其 理由 是 这 里 涉 太 的 集 他 是 不 确定 揣 . 


列 ) 的 集合 出 发 ,把 其 中 的 - Nt, PER FARA. 因为 全 
体 实数 的 集合 令 我 神经 紧张 ,我 肯定 不 会 把 很 多 资本 投 到 这 个 
怪诞 子 集 的 存在 上 . 用 另 一 种 方式 看 ,我 们 在 谈论 这 样 一 补正 
面 -反面 序列 :如 采 碳 人 无 穷 多 次 地 据 一 收 质 量 均 勾 的 硬币 ,我 
们 才 儿 乎 保证 可 以 得 到 它 . 换 名 话 记 ,我 们 正在 谈论 如 果 鞭 些 
不 可 能 发 生 事情 发 生 了 才 会 发 生 的 事情 . 我 发 觉 这 其 至 比 谈 论 
如 果 遍 斯 未 曾 诞生 将 会 发 和 牛 什 么 情况 更 不 能 接受， 

不 半 的 是 ,这 不 是 这 喜事 的 终结 . 我 仍 得 面 对 x 的 展开 中 
BERET? 的 问题 . 这 一 点 归结 为 : 当 我 们 写 下 像 "三 点 一 四 
一 五 几 点 眠 局 "这样 的 表达 时 我 们 古 在 做 什么 ? 我 觉得 三 ,一 ， 
四 ,五 , 九 和 点 让 人 觉得 十 分 自在 . 正 是 这 ”点点 :点 " 令 我 烦 
ha. 我 想 我 知道 我 说 这 意思 是 指 御 么 一 -但 是 我 是 这 样 吗 ? 
(我 的 阿 斯 匹 灵 药 瓶 在 哪儿 ?) 

于 么 防 有 这 些 将 把 我 放 在 那 关 于 排 中 律 的 信念 谱 的 什么 地 
Jr? 我 会 说 在 当中 多 少 有 点 偏 右 的 地 方 . 或 许 我 应 该 称 自己 为 
头脑 糊涂 的 保守 党 人 . 无 论 怎么 说 ,这 是 我 现在 觉得 合适 的 方 
成 .当然 ,所 有 这 些 到 下 个 星期 可 能 会 变化 ,特别 是 如 果 我 正好 
在 这 期 问 遇 上 柏拉图 
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对 那些 被 数学 的 抽象 世界 所 深 深 吸引 的 人 们 及 说 , 戴 维 : 盖 
尔 在 4 数学 信和 使》 于 的 专栏 文章 是 快乐 的 一 个 基本 来 源 . 这 里 ， 
瘟 尔 的 专栏 文章 第 一 次 结集 成 书 ， 

这 里 的 题材 在 数学 镇 域 中 驰 疆 缴 权 , 涉 及 广 运 ,但 是 叉 经 常 
澡 到 深 受 喜爱 的 活 题 :三 角形 、 铺 砌 ,由 简单 霜 归 关系 给 出 的 友 
列 的 神秘 性 质 ,游戏 和 人 迟 论 ,以 到 一 种 特殊 的 自动 机 , 它 给 出 了 
BERTA E| —— iY Y S$ Tracking the Automatic Ant). 

书 中 讨论 的 问题 有 ; 

一 一 为 什么 基 些 用 分 式 定 义 的 序列 只 产生 整数 ? 

-一 对 一 副 有 着 无 穷 包 张 牌 的 纸牌 连续 进行 简单 的 洗 脾 会 
把 每 张 牌 郡 带 到 最 上 而 至 少 一 次 盐 至 无 穿 多 次 吗 ? 
沿 着 序列 1,2,4,8,…,128 ,256,…, 我 们 得 走 和 多 远 才能 
保证 其 中 一 个 数 的 开头 数字 是 蒜 上 比 平 全 部 著作 的 一 :种 编码 ” 
起 样 才能 计 册 人 通过 电话 玩 扑 上 训 , 述 要 保证 对 手 不 作 


MA 347 

这 些 问 题 中 ,有 - 些 有 兰 简 单 却 出 人 意料 的 答案 ,有 一 些 仍 
RRA TRE. 还 有 -- 些 ,里 然 陈述 起 来 很 简单 ,但 在 一 种 严格 的 
选辑 意义 下 ,它们 可 能 是 “不 可 回答 的 ", 这 本 集 子 注重 意外 和 
神秘 ,分 最 大 约 相关 . 

这 些小 随笔 层次 各 时, 从 像 最 经 济 的 系 鞋 带 方法 这 样 的 实 
际 事 情 ,到 关于 数学 真理 性 质 的 半 哲 学 思索 ， 
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不 管 你 对 数学 的 感觉 如 何 , 木 管 你 是 一 位 专业 数学 家 还 是 
一 位 普通 读者 ,你 会 发 现 盖 尔 的 作品 妈 有 教育 意义 又 令 人 愉悦 . 
戴 维 : 盖 尔 是 加 利 福 尼 亚太 学 伯克利 术 区 的 一 位 数学 荣誉 
退休 教授 . 从 ]991 年 到 1996 年 ,他 作为 4 数学 信鸽 y$ 的 一 名 副 主 
编 , 负责 “数学 娱乐 ” 栏 自 . 他 的 专业 领域 包括 对 第 论 .几何 学 和 


HEF. 


# < A. F Re Yu: 
“AKO R. š uU — g 4 Q] ib k 65 3k 3 3 AE £ (3 
党 信使?$ 上 的 专栏 文章 是 快乐 数学 的 一 个 丰富 的 源 床 ， 
这 种 快乐 数学 时 常 越界 进入 严肃 数学 . 把 这 些 巡 人 的 
专栏 文章 结集 成 书 让 人 阅读 真是 美妙 极 了 , 这 本 书 对 
正在 日 益 扩 增 的 趣味 数学 文献 是 一 个 事 天 的 贡献 .” 
— T hii 


“我 每 读 一 章 都 意外 地 发 现 一 些 新 东西 . 这 大 概 
是 一 件 最 完美 的 礼物 , 献 给 那些 喜爱 迹 题 ,图 案 禄 式 、 
证 明 、 填 装 问题 以 及 令 人 困惑 的 悖 论 的 人 们 ." 
约翰 -J" 康 书 , 普 林 斯 顿 大 学 


“我 们 向 戴 维 ' 盖 东 表 示 感 激 , 他 继 了 永 了 马丁 .加 继 
纳 的 衣钵 ,出 版 了 他 在 数学 信使 》 上 那些 生动 活 小 的 
专栏 文章 的 集 子 . 现在 它们 将 理所当然 地 进入 更 为 广 
泛 的 读者 群 ,并 络 他 们 带 去 快乐 ." 

一 一 理 查 德 * 盖 刁 , 卡 东 加 里 大 学 


“ 戴 维 , 盖 尔 对 数学 中 的 奇闻 和 异 事 可 说 娶 口 饶 食 ， 
从 历史 经 典 到 最 新 著述 ,从 计算 机 生成 的 图 案 到 你 用 
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小 祝 在 沙 地 上 (或 在 体 脑子 里 ) 的 勾画 ,从 举 岂 万 象 到 
稀世 珍宝 ,他 百味 恬 纳 , 本 书 中 各 章 内 容 精 彩 纷呈 , 令 
人 流连 忘 返 . 其 中 大 多 数 并 未 结束 :因为 那些 深 得 个 
中 精 窗 的 读者 将 在 放下 此 书后 继续 考虑 回答 盖 尔 的 问 


题 ,并 不 断 地 构想 出 新 的 问题 .” 
— REP RAM, (AFE) + 28 
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我 作 ) 生 话 古 一 个 非 数学 的 环境 ,可 中 三 个 n Rae EEFE. 
KETELA A AARE n] EREK AAT TEA PE B 


RA”. 
RITER AR APAA AER .天文 的 .地 学 的 , 牛 物 的 
oa GEX TRE, AH EREE SY A yd Nis A BJ“ RRN 
. YF 19 L f: AE ITTE A A AR AR E, TE 
AAEM 六 过 “ 珊 等 数学", 但 我 们 平时 可 以 谈论 : - 场 足 球赛 、 


下 会 谈论 数学 我 想 . 即 使 是 
HEZ, DAH | Por . 书 裔 或 学 术 讨 论 全 ,也 缀 不 会 指望 在 


平时 听 到 有 人 谈论 数学 ,他 和 已 也 不 会 在 非 正 式 场合 淹 述 哈恩 
- 巴 拿 严 定理 . 布 劳 威 水 不 动 点 定理 , 万 至 一 一 费 马 大 定理 ! 

这 看 来 足 很 无 余 的 事 , 国 为 在 其 种 意 尺 上 ,数学 是 一 种 文 
化 ,一 种 精 术 产 遇 ,而 且 是 一 种 在 一 般 层 次 上 难以 表现 SS SL TU 
传播 的 精神 产品 ,因此 它 只 能 存在 于 创造 和 理解 这 种 产品 的 人 
FIRJ D”. 盖 尔 说 "到 处 是 定理 ”, 介 它们 好 比 是 莎士比亚 笔 
下 的 “树木 问 的 谈话 ,洪流 中 的 交 章 ,石头 中 的 喻 示 , 以 太 每 件 事 
物 中 的 其 处 " ,需要 我 们 用 “ 心 " 去 发现”. 盖 尔 说 “不 存在 这 样 
的 东西 ,这 是 内 为 数学 在 很 大 程度 上 是 人 类 "心智 "的 “发 明 ”. 

当然 ,数学 普 先 是 一 门 科学 ,一 门 泪 于 日 用 于 人 类 实 工 活动 
的 科 关 .而 用 ,数学 作为 整个 科学 技术 的 基础 ,与 科学 技术 的 发 
RKE ,从 而 与 综 全 国力 的 发 展 水 乎 ,有 着 密切 的 联系 . 正 是 从 
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这 个 观点 出 发 ,我 们 需要 普及 数学 . 

然而 . 当 我 们 说 到 数学 的 普及 时 ,又 回 到 了 数学 的 文化 方 
面 . 因为 在 我 看 来 ,数学 普及 ,以 至 - 般 的 科学 普及 ,万 是 一 种 
用 文化 “包装 "数学 或 科学 使 之 让 公众 接受 并 在 公众 中 传播 的 行 
为 . 当 数 学 材 身 就 具有 趟 定 的 文化 内 酒 时 ,无 疑 就 应 该 以 揭示 
这 种 内 涵 为 最 好 最 恰当 的 普及 手段 了 ., 综观 世界 上 有 影响 的 数 
SAAE M AR, i T AA i Martin Gardner). Ë HIA (Douglas 
R. Hofstatier) STEKE Ian Stewart) 等 ,无 一 不 是 这 样 和 做 的 . 

纵然 如 此 ,数学 (通过 其 文化 ?的 普及 仍然 是 一 件 很 困难 的 
事 , 内 为 不 同 于 其 他 的 文化 形式 ,数学 文化 具有 深 刻 丰富 的 思 
想 内 满 却 没 有 小 蕊 家 观 的 表现 形态 . 换个 角度 洲 , 对 于 普及 者 
来 说 ,即使 在 数学 研究 .上 类 有 建树 ,但 是 最 好 还 要 有 对 数学 思想 
在 哲学 层次 上 的 领悟 和 对 数学 内 容 在 传播 方法 上 的 技 瑟 ,才能 
拒 这 种 普及 工作 做 得 很 理 栋 ; 对 于 受 普及 者 来 说 , 则 必须 要 具备 
一 是 的 数学 知识 和 --… 定 的 数学 修养 ,才能 很 好 地 理解 和 欣赏 这 
种 文化 . 正 是 这 个 原因 ,数学 普及 在 成 效 上 一 般 来 说 落后 于 其 
他 科学 普及 ;也 正 是 这 个 原因 ,存在 于 { 相 对) 少数 人 “ 心 " 中 的 数 
学 文化 不 能 得 到 很 好 的 表现 .交流 和 传播 ,使 我 们 总 是 处 于 一 种 
非 数 学 的 环境 . 

人 不管 怎么 样 ,出 于 对 数学 事业 的 执著 和 擎 爱 , 我 们 的 数学 家 
还 是 人 这 方面 做 了 不 刁 的 努力 ,并 日 出 了 一 批 卓 有 成 效 的 数学 普 
KER. 除了 上 面 提 到 的 外 ,我 们 现在 又 有 了 戴 维 . 盖 尔 . 

首尔 的 数学 普及 文章 是 有 其 特点 的 ， 

首先 , 盖 尔 在 选择 题材 时 除了 注重 通俗 有 趣 外 ,还 特别 注重 
意外 和 神秘 . 所 谓 意 外 , 即 不 符合 常规 思维 模式 的 数学 结果 ;所 
亩 神秘 , 即 巨 前 难以 预料 结果 的 数学 现象 . 当然 ,这 两 方面 往往 
是 联系 在 一 起 的 ,大 多 数 题 材 是 是 意外 又 神秘 . 这 个 特点 体现 

希 尔 对 数学 内 容 在 传播 方法 上 的 技巧 . 
其 次 , 盖 尔 在 文章 中 经 常 把 对 具体 数学 事实 的 介绍 引申 到 
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自己 对 数学 发 展 .数学 思想 方法 .数学 与 塌实 的 关系 和 数学 本 性 
的 思索 . 从 计算 机 对 数学 的 影响 ,全数 学 让 明 中 前 直 分 方法 和 
推广 技巧 ,到 数学 在 日 常生 活 中 的 应 用 和 对 电 然 现 销 的 解释 ( 注 
意 ,这些 应 用 和 解释 伟 赴 检 数 学 的 文化 层面 上 } ,二 到 对 数学 的 
中 心 概念 不 是 数 的 阔 释 .可 谓 弹 思 棋 虚 , 沦 肌 江 髓 ,这 个 特点 标 
现 了 和 闹 尔 对 数学 思想 在 哲学 层次 上 的 领悟 , 

这 两 个 特点 ,使 得 盖 尔 的 普及 文 普 正好 他 自己 所 说 的 那样 : 
“读者 将 发 现 令 大 愉悦 的 东西 ,而 且 ,也 是 富有 启发 性 的 东西 .” 

本 书 是 兽 杀 但 《数学 信使 》 上 的 专栏 文章 的 铺 集 . 严格 她 
说 ,4 数学 信使 } 是 - -本 数学 圈子 内 的 刊物 ,因此 盖 尔 的 专栏 文章 
主要 是 针对 数学 家 ,大 学 数学 专业 师 全 碎 有 与 数学 密切 相关 的 
科学 教育 工作 者 的 . 可 以 理解 ,这 些 文章 中 涉及 的 有 此 数学 知 
识 , 不 从 超出 了 中 学 数学 的 范围 ,而 且 超 出 了 大 学 理工 科 非 数学 
专业 和 文科 经 济 类 专业 的 所 谓 “ 高 等 数学 ” “工程 数学 "与 “经济 
数学 "的 范围 ， 

为 了 能 让 更 多 的 读者 阅读 盖 尔 的 文章 , 译 者 不 揣 入 昧 ,对 凡 
是 超出 上 述 范围 的 数学 知识 ,以 译注 的 形式 ,或 作 粗 略 的 介绍 ， 
或 给 出 适当 的 参考 读物 . 根据 这 个 原则 ,比方 说 , 译 痢 对 同 余 式 
运算 作 了 注释 ,虽然 这 很 初等 ,但 超出 了 上 述 范 围 ;而 对 罗 尔 (中 
值 ) 定 理 却 不 作 注释 ,虽然 它 比 同 余 式 运 算 要 “高 等 ” ,但 是 在 普 
通 高 等 数学 教程 中 必 讲 的 . 此 外 ,对 {上 十 典 } 概 率 论 和 图 论 方面 
的 知识 一 般 也 不 作 注释 ,因为 前 者 是 工程 数学 或 经 济 数 学 中 的 
VEAR ,后 者 则 十 分 让 如 明 上 勿 ， 

但 有 -一 篇 文章 没有 遵照 上 述 原 则 给 出 数学 知识 方面 的 注 
释 , 那 就 是 列 于 书 未 的 附录 4, 这 是 一 篇 写 给 专业 数学 家 看 的 文 
章 , 没 有 一 定 的 数学 修养 是 很 难 读 通 的 , 译注 只 能 对 数学 知识 
略 作 介绍 而 不 能 对 数学 修养 有 所 促进 . 如 果 对 这 篇 文章 中 涉及 
的 数学 知识 知之 不 多 的 话 , 想 我 直言 ,还 是 以 后 再 详 读 吧 , 不 
过 , 详 者 认为 这 是 一 篇 很 实在 的 文章 . 因此 建议 读者 不 管 现在 

一 337 一 


还 足 将 来 ,都 要 把 它 恋 一 尖 ,— E > 0k HE Z. 

泽 者 还 对 :- 些 历史 文化 利 语言 翻译 方面 的 知识 以 及 估计 人 
们 不 大 熟悉 的 数学 家 和 数学 定理 作 了 注释 , 余下 的 注释 , 便 相 
当 于 绎 者 阅读 本 书 的 心得 体会 了 . 译 者 不 怕 见 笑 于 同好 ,大 胆 
说 出 目 己 的 看 法 ,也 算是 遵循 华罗庚 先生 的 教导 : 拐 是 要 " 班 门 
再 人 逢 ”当然 ,日 的 足 ; 车 有 旋 诬 , 壕 望 指教 ， 

还 有 一 点 小 小 的 识 憾 , 书 中 提 到 三 位 可 能 居 华 .人 (或 华商 ) 
的 数学 家 BH X.P. Kong, Fei Wang 和 Raymond Chen, F H B| u 25: 
出 中 文 姓 名 写法 ,然而 遍 查 未 果 , T EAA] Fei Wang 的 Email 地 
址 (< 有 好 此 个 ), 并 知道 这 位 先 持 原 毕 业 于 大 津南 开 高 级 中 学 ,但 
发 去 的 Email 部 被 进 回 ,原因 尽 “ 接 收 者 不 详 ". 因此 只 好 让 他 们 
的 英文 姓名 原封 不 动 . 还 有 一 位 很 叮 能 是 蒜 国 人 (或 朝鲜 人 人 ) 的 
数学 家 Yonghoan Kim , 按 韩 国人 上 挨 名 习惯 ,有 两 种 可 能 ,一 是 “ 金 
ER” ,一 是 " 爹 容 焕 ”， 实 无 从 查 对 ,只 好 先 碌 "人 钨 龙 焕 ”， 以 上 
四 位 的 中 六 ( 汉 字 ) 姓 名 ,车 有 有 知晓 者 ,还 望 告 我 ,以 在 本 书 重印 
时 补 止 . 

任 美 国 的 日 本 数学 家 有 竹 浦 英文 收 到 我 求 间 他 姓名 汉字 写法 
的 Email 时 ,正好 在 外 ,但 连 忙 回复 ,说 回 到 家 中 即 用 Photoshop 
画 一 个 给 我 . 用 小 时 后 我 便 收 到 了 他 的 证 文件 . 在 此 表示 感 
Bl. 

承 上 海 教育 出 版 社 叶 中 豪 先 生 委 以 翻 详 此 书 的 重任 ,并 费 
和 心力, 匡 我 本 还 , 特 表 衷心 感谢 . 此 书 翻 译 历 时 两 年 半 有 剑 . 
如 此 拖延 ,一 是 本 职工 作 党 忙 ,业余 时 间 较 少 ;二 是 学 识 肤 浅 ,时 
HR, SERA, FIRE. 但 是 现在 又 发 现 一 个 原因 ; 诛 来 
在 肴 尔 的 数学 世界 中 左 顾 右 盼 ,流连 忘 返 . 要 不 , 当 详 完 最 后 --- 
个 宇 时 , 皇 么 会 有 一 种 无 名 的 翌 败 呢 ? 


详 # 
于 上 海 西区 半 半 这 
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